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PREEFACE. 
ol Axazyse qu'on explique dans 
A ÉTÉ] cet Ouvrage, fuppofe la com- 

2%] mune; mais elle en eft fort diffé- 
ÉÉSRES| rente. L'Analyfe ordinaire ne 
traite que des: grandeurs finies : celles-ci. pe- 
netrejufque dans l'infinimême. Elle compare 
les différences infiniment petites des gran- 
deurs finies ; elle découvre les rapports de ces 
différences : & par là-elle fait connoîitre ceux 
des grandeurs finies, qui comparées avec ces 
infiniment petits font comme autant d'infi- 
nis. On peut mémé) dire que cette Analyfe 
s'étend: au-delà del'infini : car elle nefe borne 
pas aux différences infiniment petites 5 mas 
elle découvre les rapports des différences de 
ces différences’; ceux “encore des différences 
troifiémes, quatriémes, &cainfi de fuite, fans 
trouver jamais de terme qui la puiflearréter, 
a i 








AV PREFACE. 

De forte qu'elle n'embraffe pas feulement 
l'infini ; mais l'infini de l'infini, ou une inf- 
nité d'infinis. 

Unc Analyfe de cette nature pouvoit feule 
nous conduire jufqu'aux véritables principes 
des lignes courbes. Car les courbes n'étant 
que des polygoncs d'une infinité de cotés , & 
ne différant entr'elles que par la différence 
des angles que ces cotés infiniment petits font 
entr'eux 5 1l n'appartient qu'a l’Analyfe des 
infiniment petits de déterminer la pofition de 
ces côtés pour avoir la courbure qu'ils for- 
ment, c'eft-a-dire les tangentes de ces cour- 
bes, leurs perpendiculaires, leurs points d'in- 
fléxion ou de rebrouffement, les rayons qui 
s’y réfléchiflent, ceux qui s’y rompent, &c. 

Les polygones in{crits ou circon{crits aux 
courbes, qui par la multiplication infinie de 
leurs côtés , fe confondent enfin avec elles, 
ont été pris de tout temps pour les courbes 
mêmes. Mais on en étoit demeuré là : ce n’eft 
que depuis la découverte de l'Analyfe dont il 
s agit ici, que l’on a bien fenti l'étendue &c la 
fécondité de cette idée. DT 

Ce que nous avons des anciens fur ces 
matiéres , principalement d’ÆArchimede , eft 
affurément digne d’admjration, Mais outre 











PRE F* A CE. y 
qu'ils n'ont touché qu à fort peu de courbes, 
qu'ils ny ont même touché que légérement : 
ce ne font prefque par tout que propofñtions 
particulieres & fans ordre, qui ne font aper- 
cevoir aucune méthode réguliere & fuivie. 
Ce n'eft pas cependant qu'on leur en puifle 
faire un reproche légitime : ‘ils ont eu befoin + spi, 


d'une extrème force de génie * pour percer “lis Jpira- 
libas trailatum 


à travers tant d'obfcurités , & pour entrer les cum bis ter que 
pr 
premiers dans des pas entiérement inconnus. “21°: 


que animivires 


s'ils n’ont pas été loin, s'ils ont marché par po ml nf 
[u CAT 
de longs circuits; du moins, quoi qu en dife demonstratio- 


+ Viette, is ne fe font point égarés: & plus pv, e Pire 


lium tangenti- 


les chemins qu'iis ont tenus étoient difficiles bus artificiune 
& lus ils font admirables d ms 
épineux, plus ils font admirakles de ne s Ÿ mifquz tanren, 


étre pas perdus. En un mot il ne paroît pas #9" fu 


UT , 4 CAT HI 


que lés Anciens en ayent pù faire davantage contemplatione 


{LA Certus ve 
pour leur temps:ils ont fait ce que nosbons 5, fre 


efprits auroient fait en leur place 3 & s'ils pulus amino 


} = ë \ è Jemper bare- 
étoient à la nôtre , il eft à croire qu'ils au-, vi us 


roicnt les mêmes vües que nous. Tout cela “#10 


eft une fuite de l'égalité naturelle des efprits nb une 
&c de la fucceffion néceffaire des découvertes. Si prn 

Ainf 1l n'eft pas furprenant que les An- js fpurl- 
ciens n ayent pas été plus loin ; mais on ne LG ver Ar- 


chimedes. fal- 
fçauroit affés s'étonner que de grands hom- Lcier concis 


mes ,:& fans doute d'auffi grands hommes es, 6e. 
à jij Supl.Geom. 











v) PREF AC E. 
que les Anciens, en foient filong-temps de- 
meurés là ; & que par une admiration prefque, 
{uperftitieufe pour leurs ouvrages, 1ls fe foient, 
contentés de les lire & de les commenter , fans 
fe permettre d'autre ufage de leurs lumiéres 
que ce qu'il en falloit pour les fuivre ; fans ofer 
commettre le crime de penfer quelquefois 
par eux-mêmes, & de porter leur vué au delà 
de ce que les Anciens avoient découvert. De 
cette maniére bien des sens travailloient , 1ls 
écrivoient , les Lavres fe multiphioient , & 
cependant rien ,n'avançoit : tous les travaux 
de plufeurs fiecles n'ont abouti qu'à. remplir 
le monde de refpeétueux commentares & de 
traductions répetées d’originaux fouvent aflés 
méprifables. 

Tel fut l’état des Mathématiques , & fur 
tout de la Philofophie, jufqu'a M. Defcartes. 
Ce grand homme pouffé par fon génie & par 
la fupériorité qu'il fe fentoit, quitta les An- 
ciens pour ne fuivre que cette même raïfon 
que les Anciens avoient fuivi 5 & cette heu- 
reufe hardiefle, qui fut traitée de révolte, nous 
valut une infinité de vués nouvelles & utiles 
far la Phyfique & fur la Géometrie: Alors on 
ouvrit les yeux, & l'on s avifa de penfer. 

Pour ne parler que des Mathématiques; 





PREFACE. Vi] 
dont il eft feulement ici queftion,M. Defcartes 
commença où les Anciens avoient fini, & 

il débuta par la folution d’un Probléme ou 
Pappus dit* qu ls étoient tous demeurés. On, en di 
{çait jufqu où 1 a porté l’Analyfe & la Géo- ri. 
métrie,-& combien l'alliage qu'il en a fait, inio. 
rend facile là folution d’une infinité de Pro- 
blèmes qui paroïfloient impénétrables avant 
Jui. Mais comme 1l s'appliquoit principale- 
ment à la réfolution des égalités, 1lne fit d’at- 
téntion aux courbes qu'autant qu elles lui pou- 
voient fervir à en trouver les racines : de forte 
que l'Analyfe ordinaire lui fuffifant pour cela, 

il ne s’avifa point den chercher d'autre. Il 
ñ'apourtant pas laiflé de s'en fervir heureufe- 
ment dans la recherche des tangentes ; & la 
méthode qu'il découvrit pour cela, lui parut 
phil qu'il ne fit point de difficulté de dire, 

* que ce Problème étoit le plus utile ES le plus SONT 
général, non feulement qu'ilfeut, mais mème 
qu'il'eut jamais def) iré de [savoir en Géometrie. 

Comme la Géometrie de M. Defcartes avoit 
mis la conftruction des Problèmes par la réfo- 
lution des égalités fort à la mode, & qu'elle 
avoit donné de grandes ouvertures pour cela ; 

a plupart des Géometres s’y appliquérent , ils 
y firent aufli de nouvelles découvertes, qui 
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s’augmentent & fe perfectionnent encore tous 
| les jours. 

| Pour M. Pafeal, il tourna fes vuës de tout 
un autre côté : il éxamina les courbes en elles- 
mêmes , & fous la forme de polygone 5 il re- 
chercha les longueurs de quelques-unes , lef- 
pace qu'elles renferment , lefolide que ces 
efpaces décrivent, les centres de gravité des 
unes & des autres, &c. Et par la confidéra- 
tion Œule de leurs élémens, c’eft-a-dire des 
infiniment petits, il découvrit des Méthodes 
générales & d'autant plus furprenantes, qu'il 
| ne paroït y être arrivé qu'à force de tête & 

fans Analyfe. 
Peu de temps après la publication de fa 
Méthode de M. Defcartes pour les tangentes, 
M. de Fermat en trouva aufli une, que M1. 
* Let. px. Defcartes à enfin avoué * lui-même être plus 
). F3 fimple en bien des rencontres que la fienné. 
| Il eft pourtant vrai qu'elle n'étoit pas encore 
auffi fimple que M. Barrowv l’a rendue depuis 
en confidérant de plus près la nature des poly- 
gones , qui préfente naturellement à l’efprit un 
| petit triangle fait d'une particule de courbe; 
! comprife entre deux appliquées infiniment 
| proches, de la différence de ces deux appli- 
| quées, & de celles des coupées correfpondan- 
"1h tes 3 





P REF A4C'E. ix 
res 3 & ce triangle eft femblable à celui qui 
{e doit former de la tangente, de l’appliquée, 
& de la foutangente : de forte que par une 
fimple Analogie cette derniere Méthode épar- 
once tout le calcul que demande celle de M. 
Déefcartes, & que cette Méthode, elle-même, 
demandoit auparavant. | 
M. Barrovv * n’en demeura pas là, il inventa «1,4. Geo- 
aufli une efpece de caleul propre à cette Mé-"‘?:#°. 
thode; mais 1l lui falloit, aufli-bien que dans | 
celle de M. Defcartes , ôter les fraions, & 
faire évanouir tous les fignes radicaux pour 
senfervir.: | 
- Au défaut de ce calcul eft furvenu celui du | 
célebre * M. ZLeibnis : & ce {çavant Géomc- Far | 
tre a commencéoù M. Barrovv. & les autres an. 1684. 
avoient fini. Son calcul l’a mené dans des pais #7 
jufqu'ici inconnus 5 & 1l y a: fait des décou- 
vertes qui font l'étonnement des plus habiles | 
Mathématiciens de l’Europe. M Bernoulls 
ont été les premiers qui fe font aperçus de la 
beauté de ce calcul:1ls l'ont: portéà un'point 
qui les a mus en état defurmonter des diffi- | 
cultés qu'on n'auroit jamais ofé tenter aupa- 
ravant. | 
L'étendue de ce calculeft immenfe: 1l con- 
vient aux courbes mécaniques , comme aux 


b 








* Defigu- 
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géometriques ; les fignes radicaux lui font in- 
differens 3; & même fouvent commodes : il 
s'étend à tant d'indéterminées qu’on voudra; 
la comparaifon des infiniment petits de tous 
les genres lui eft également facile. Et de là 
naifflent une infinité de découvertes furpre- 
nantes par rapport aux tangentes tant cour- 
bes que droites, aux quefions De #aximis 
€ minimis , aux points d'infléxion & de re- 
brouffement des courbes, aux dévelopées, aux 
cauftiques par réfléxion ou par réfraction, &cc. 
comme on le verra dans cet Ouvrage. 

Je le divife en dix Se&tions. La premiere 
contient les principes du calcul des différen- 
ces. La feconde fait voir de quelle mamiére 
lon s’en doit fervir pour trouver les tangen- 
tes de toutes fortes de courbes, quelque nom- 
bre d'indéterminées qu'il y ait dansl'équation 
qui les exprime, quoique M. Crage * n'ait 
pas crû qu'il püt s'étendre jufqu aux courbes 
mécaniques ou tranfcendantes. La troifiéme, 
comment il fert à réfoudre toutes les queftions 
De maximis € minimis. La quatriéme, com- 
ment il donne les points d'infléxion & de re- 
brouflement des courbes. La cinquiéme en 
découvre l’ufage pour trouver les dévelopées 
de M. Hugens, dans toutes fortes de courbes. 


PREFACE. x] 

La fixiéme & la feptiéme font voir comment 
1] donne les cauftiques , tant par réfléxion que 
par réfraction, dont l'illuftre M. T fchirnhaus 
eft l'inventeur, & pour toutes fortes de cour- 
bes encore. La huitiéme en fait voir encore 
l’ufage pour trouver les points des lignes cour- 
bés qui touchent une infinité de lignes don- 
nées, de poñition , droites ou courbes. La neu- 
viéme contient la folution de quelques Pro- 
blémes qui dépendent des découvertes préce- 
dentes. Et la dixiéme confifte dans une nou- 
velle maniére defe fervir du calcul des diffé- 
rences pour les courbes géométriques : d’où 
l’on déduit la Méthode de M° Défcartes & 
Hudde , laquelle ne convient qu'a ces fortes 
de courbes. | | 
Il eft à remarquer que dans les Seétions 2, 
3,4, 5, 6,7, 8,ilnya quetrès peu de pro- 
pofitionss mais elles font toutes générales, & 
comme autant de Méthodes dont il eft aifé 
de faire l’application à tant de propofitions 
particulières qu'on voudra : je la fais feule- 
ment fur quelques éxemples choifis , perfuadé 
qu'en fait de Mathématique il n'y aa profiter 
que dans les Méthodes, & que les Livres qui 
ne confiftent qu’en détail ouen propofitions 
particulieres, ne font bons qu'a faire perdre 


bi 
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du temps à ceux qui les font, & à ceux qui 
les lifent. Auffi n’ai-je ajouté Îles Problèmes 
de la Section neuviéme, que parcequ ils paf- 
fent pour curieux, & qu'ils font très univer- 
{els. Dans la dixiéme Seétion ce ne font en- 
core que des Méthodes que le calcul des dif- 
férences donne à la maniere de M Defcartes 
& Hudde ; & fi elle font fi limitées, on voit 
par toutes les précedentes que ce n eft pas un 
défaut de ce calcul, mais dela Méthode Car- 
téfienne à laquelle on l’aflujettit. Au contraire 
rien ne prouve mieux l'ufage immenfe de ce 
calcul, que toute cette varieté de Méthodes; 
& pour peu d'attention qu'on y fafle, l'on 
verra quil tire tout ce quon peut tirer de 
celle de M Defcartes & Hudde, & que la 
preuve umverfelle qu'il donne de l'ufage 
qu’on y fait des progreflions arithmétiques, 
ne laifle plus rien à fouhaiter pour linfailli- 
bilité de cette derruere Méthode. 

Javois deflein d'y ajouter encore une 
Section pour faire fentir aufli le merveilleux 
ufage de ce calcul dans la Phyfique, jufqu'à 
quel point de précifion 1l la peut porter, & 
combien les Mécaniques en peuvent retirer 
d'utilité. Mais une maladie m'en a empéché: 
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Le Public n'y perdra pourtant ren, & 1l 
l'aura quelque jour même avec ufure. 

Dans tout cela 1l n'y a encore que la pre- 
mire partie du calcul de M. Leibnis, laquelle 
confifte à defcendre des grandeurs entiéres à 
leurs différence infiniment petites & à com- 
parer entr'eux ces infiniment petits de quel- 
que genre qu'ils foient : c'eft ce qu on appelle 
Calcul différentiel. Pour l’autre partie, qu'on 
appelle Calcul intégral, & qui confifte à re- 
monter de ces infiniment petits aux gran- 
deurs on aux touts dont ils font les différen- 
ces, c'eft-à-dire à en trouver les fommes, 
j'avois aufli deflein de le donner. Mais M. 
Leibnis m'ayant écrit qu'il y travailloit dans 
un Traité qu'il intitule De Scrientia infiniti, 
je n'ai eu garde de priver le Public d'un fi bel 
Ouvrage qui doit renfermer tout ce quil y a 
de plus curieux pour la Méthode inverfe des 
tangentes, pour les rectification des courbes, 
pour la quadrature des cfpaces qu'elles ren- 
ferment, pour celles des furfaces des corps 
qu'elles décrivent, pour la dimenfion de ces 
corps, pour la découverte des centres de gra- 
vité, &c. Je ne rends même ceci public, que 
parce qu'il m'ena prié par fes Lettres, & que 
je le crois néceffaire pour préparer les efprits 

ii] 
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| à comprendre tout ce qu’on pourra découvrir 
ans la fuite fur ces matiéres. 

Au refte Je reconnois devoir beaucoup aux 
lumieres de M Bernoulh, fur tout à celles du 
jeune prefentéement Profefleur à Groningue. 
Je me fuis fervi fans façon de leurs découver- 
tes & de celles de M. Zesbnis. C'eft pourquoi 
je confens qu 1ls en revendiquent tout ce qu'il 
leur plaira, me contentant de ce qu'ils vou- 
| dront bien me laiffer. 

C'eft encore une juftice düé au fçavant M. 
* Journal Neuvton, & que M. Leibnis lui a renduë * lui- 

des Scavans À 3 ; / 
du 30, goût MÊME : Qu'il avoit aufli trouvé quelque chofe 
| 1694 de femblable au calcul différentiel , comme il 
| paroiït par l'excellent Livre intitulé , Philo{o- 
| phia naturalis principia Mathematica , qu'il 
nous donna en 1687, lequel eft prefque tout 
| de ce calcul. Mais la Caracteriftique de M. 
Leibnis rend le fien beaucoup plus facile & 
plus expeditif; outre qu'elle eft d’un fecours 

| merveilleux en bien des rencontres. 

Comme l'on imprimoit la derniere feuille 
de ce Traité , le Livre de M. Menvventiit m’eft 
tombé entre les mains. Son titre , Æalyfis 
L.- infinitorum , m'a donné la curiofité de le par- 
Courir : mais J'ai trouvé qu'il'étoit fort diffe- 
| rent de celui-ci s car outre que cet Auteur 
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ne f fert point de la Caraéteriftique de M. 

Leibns, 11 rejette abfolument les différences 
fecondes, troifiémes, &c. Comme j'a bati la 
meilleure partie de cet Ouvrage fur ce fonde- 
ment, je me croirois obligé de répondre à fes 
objections , & de faire voir combien elles font 
peu folides, fi M. Lesbnis n'y avoit déja plei- 
nement fatisfait dans les Aîes * de Leypfick. + 
D'ailleurs les deux demandes ou fuppofitions uË 1e 
que jai faites au commencement de ce Trai-,, 
té, & fur lefquelles {eules 1l eft appuyé , me 
paroiffent fi évidentes , que je ne crois pas 
qu'elles puiffent laifler aucun doute dans 
l'efprit des Lecteurs attentifs. Je les aurois 
mème pu démontrer facilement à la mamiére 
des Anciens , fi je ne me fufle propofé d'être 
court fur les chofes qui font déja connues, & 
de m'attacher principalement à celles qui font 
nouvelles. 
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SECTION PREMIERE. 


Ox l'on donne les Regles de ce Calcul. 


DEFINITION E 









3 1 


augmentent ou diminuent continuelle- 
Er . .l 
À Éb] ment, & au contraire quantités confantes 
ni celles qui demeurent les mêmes pendant 
A ZE] que les autres changent. Ainfi dans une 
= | ] | li / Il . 4 { 
= parabole les appliquées & les coupées font 
des quantités variables , au lieu que le parametre eft une 
quantité çconftante. | | 71 

R À 


=. 1 N appelle quantités variables celles qui | 
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2 ANALYSE 
DE FINITION Il. 


La portion infiniment petite dont une quantité variable 
augmente ou diminue continuellement, en eft appellée Ia 
Différence. Soit par exemple une ligne courbe quelconque 
AMB, qui ait pour axe ou diametre la ligne 4C , & pour 
une de fes appliquées la droite PA; &c foit une autre ap- 
pliquée pm” infiniment proche de la premiere. Cela pofé, 


fi l'on mene MR parallele à AC; les cordes AM, Am ; 


& qu'on décrive du centre 4, de l'intervalle 424 le petit 
arc de cercle MS : Pp fera la difference de 47, Rm celle 
de PM, Sm celle de AM, & Mm celle de l'arc AM. De 
même le petit triangle 414% qui a pour bafe l'arc A»; 
fera la différence du fegment 441; & le petit efpace A1Ppm, 
celle de l’efpace compris par les droites 4?, PM, & par 
l'arc AA. | | 


CoOROLLAIRE. 


1. Ï L eft évident que la différence d’une quantité conftan- 
te eft nulle ou zero : ou (ce qui eft la même chofe) que les 
quantités conftantes n'ont point de différence. 


AVERTISSEMENT. 


On fe fervira dans la fuite de la note ou caratteriffique d 
pour marquer la différence d’une quantité variable que l'on ex- 
prime par une feule lettre ; G pour éviterla confufion ; cette no- 
te d n'aura point d'autre ufage dans la fuite de ce calcul. Si lon 
nomme par exemple les variables AP, x; PM ,y; AM, z; 
l'arc AM ,u; l'efpace mixtiligne APM , s ; & le fegment 
AM , t: dxexprimera la valeur de Pp, dycelle de Rm, dz 
celle de Sm, durcelle du petitiarc M, ds celle du petit e[pace 
MPpm, @ dt celle du petit triangle mixtiligne MAm. 5 


I DEMANDE OU SUPPOSITION. 


" , . . . 

si N demande qu'on puifle prendre indifféremment 

l'une pour l’autre deux quantités qui ne différent entr'elles 
, . pe ; Ê lo 

que d’une quantité infiniment petite : ou (ce‘qui eftla même 
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chofe ) qu'une quantité qui n’eft augmentée ou diminuée 
que d’une autrequantité infiniment moindre qu'elle, puiffe 
être confiderée comme demeurant la même. On demande 
par éxemple qu'on puiffe prendre 4p pour 4P, pm pour 
PM, l'efpace 4pm pour l’efpace 4?7M, le petit efpace 
MPpm pour le petit rectangle MPpR, le petit fecteur 
AMm pour le petit triangle 4MS , l'angle p4m pour 
l'angle 74AM, &c. 


II DEMANDE OU SUPPOSITION. 


3: Ox demande qu'une ligne courbe puiffe être confi- 
dérée comme l’affemblage d'une infinité delignes droites, 
chacune infiniment petite : ou ( ce qui eft la même chofe) 
comme un polygône d’un nombre infini de côtés, chacun 
infiniment petit, lefquels déterminent par les angles qu'ils 
font entr’eux , la courbure de la ligne. On demande par 
éxemple que la portion de courbe Mm & l'arc de cercle 
MS puiflent être confidérés comme des lignes droites à 
caufe de leur infinie petitefle, en forte que le petit triangle 
nS M puile être cenfé reétiligne. 


AVERTISSEMENT. 


Onfuppofe ordinairement dans la fuite que les dernieres let- 
tres de l'alphabet, z, y, x, Gt. marquent des quantités va- 
riables ; @* au contraire que les premieres a, b;c, Cc. marquent 
des quantités conffantes : de forte que x devenant x+dx;y,2, 
Gc. deviennent y + dy , z+dz, @vc.* Et a, b,c, érc. de- 
meurent les mêmes a, b, ©, &c. 


PROPOSITION Î. 
Probléme. 
4. P RENDRE la différence de plufieurs quantités ajoûtées 


enfemble, ou fouffraites les unes des autres. 
Soit a+ x+y— x dont il faut prendre la différence. 


. Si l'on fuppofe que x foit augmentée d'une portion infini- 


ment petite ; c'eft à dire qu'elle devienne x+ dx; y de- 
À 1 


*X Art. 











 — 
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4 
* Arts, viendra alors y+dy;&e x, x+dx; pour la conftante z *, elle 


* Art.2. 


demeurera la même z: de forte que la quantité propo- 
fée a+x+y—x deviendra 4+x+dx+7y+dy—x 
— d z.; & fa différence, que l’on trouveraen la retranchant 
de cette derniere, fera dx-+dy—dx. Il en eft ainli des 
autres ; ce qui donne cette regle. 


REGLE Î. 
Pour les quantités ajoñtées, ou fouffraites. 


On prendra la différence de chaque terme de la quan- 
tité propofée, & retenant les mêmes fignes, on en com- 
pofera une autre quantité qui fera la différence cherchée. 


PROPOSITION JL. 
Problème. 
IL P RENDRE /e différence d’un produit fait de plufieurs 


quantités multipliées les unes par les autres. 

1°, La différence de x y eftydx + xdy. Car y devient 
+ dy lorfque x devient x+ dx; & partant xy,de- 
vient alors xy--ydx + x dy-+ dx dy, qui eft le pro- 
duit de x + dx pary+ dy, & fa différence fera ydx 
+ x dy + dxdy, c'eft à dire*ydx+x dy: puifque dxdy 
eft une quantité infiniment petite par rapport aux autres 
termes y dx, &xdy; car fi l'on divife par éxemple y dx 
&dxdy par dx, on trouve d'une part y, & de l’autre 
dy qui en eft la différence, & par conféquent infiniment 
moindre qu’elle. D'où il fuit que la différence du pro- 
duit de deux quantités eft égale au produit de la diffé- 
rence de la premiere de ces quantités par la feconde, 
plus au produit de la différence de la feconde par la pre- 
miere. 

2°. La différencede xyx eft yxdx+xxdy+xydz 
Car en confidérant le produit +7 comme une feule quanti- 
té, il faudra , comme l’on vient de prouver , prendre a pro- 
duit de fa différencey dx + x d ypar la feconde x (ce qui 
donney xd x + x xd } plus le produit de la différence dx 
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dela feconde z:par la premiere xy (ce qui donne x yd x) ; 
& partant la différence de, xy x ferayxdx + x xd 
+xydr 0. Es: si 

3°. La différence de xy 44 eft wyxdx # ux xd 
Aux dr xKyXdH: Ce qui-fe prouve comme dans Ê 
cas précédent en regardant le produit xy x comme une 
feule quantité. Ilen eft ainfi des autresà l'infini, d'où l’on 
forme cette régleir : 2. q 


REGLE II. 


Pour les quantités multipliées. En 


La différence du produit de plufieurs quantités multi- 
pliées les unes par les autres, eft égale à la aa des pro- 
duits de la différence de chacune de ces quantités par le 
produit des autres. | 

Ainf la différence de # x eft xo+4dx, c'eft à dire 
a d x. Celle de #+x*xb—7 eft üdx —ydx — ady 
— x dy. | re Lil | 
| ProPosiTiON III. 
Problème. | Le te 


6. P RENDRE Le difference d'une fraftion quelconque. 

La différence der et, Car fuppofant > == 2 
on aura x—=7 X, t comme ces deux quantités varia- 
bles x &yx. doivent toujours être égales entrelles , foit 

u’elles augmentent ou diminuent, 1l s'enfuit que leur 
différence , c’eft à dire leurs accroifflemens ou diminutions 
feront aufli égales entr'elles ; & partant * on aura dx 


| ; dx — 1dÿ __ydx — «dy 
TA ax + CE & dx"? a ES en mettant 


pour x fa valeur re Ce qu'il falloit, &c. d'où l'on forme 


cette regle. : | 
REGLE  IIL 
Pour les quantités divifées , ou pour les fraëlions. 


La différence d’une fra@tion quelconque eft égale au 
| Au) 


* Art.s. 
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produit dela différence du numérateur par le ‘dénomina: 
teur, moins le produit de la différence du dénominateur 
par le numérateur : le tout divifé par le quarré du déno- 
minateur.- ; dé | 
Ainf la différence de — féra 





—— lt 5 " 
“=, celle de -<— fera 

nr nr es, r— 
. adx | 

CETTE T) 


PROPOSITION IV: z 
Problème. 


7° P RENDRE le différence d'une puiflance quelconque par. 
faite ou imparfaite d'une quantité variable. | 

Ileft néceflaire afin de donner une régle générale qui 
ferve pour les puffances parfaites & imparfaites, d'expli- 
quer l'analogie qui fe rencontre entre leurs expofans, 
_ Si l'on propole une progreffion geométrique dont le pre- 
mier terme foit l'unité, & le fecond une quantité quel- 
conque x, & quon difpofe par ordre fous chaque terme 
fon expofant, ileft clatr que ces expofans formeront une 
progreffion arithmétique. 

Prog. geom. 1,x, xx, x*, x, x, x, x7, &ec. 

Prog. arith. 0,1, 2, 3, 4, $, 6, 7, &c. 

Et fi l’on continue la progreflion geométrique au def- 
fous de l'unité , & l’arithmétique au deflous de zero, les 
termes de celle-ci feront les expofans de ceux aufquels 
ils répondent dans l’autre. Ainfi — 1 eft Fexpofant de 


LT 


I , . 1: [ ] 
, —2 celui de —; &c. 


ru L E 
Prog:geom.x,1,—, —5 5» :3, GC. 

Prog. arith. I, O; —1!, — 25 — 35 4 &c. 

Mais fi l’on introduit quelque nouveau terme dans la 
progreflion geométrique , il faudra pour avoir fon-expo- 
fant, en introduire un femblable dans l'arithmétique: 


. ; : 
Ainfi Vx aura pour expofant + :Wx, 3ivxt,t: =. 


mi [ces 


I | * L} 7.8, rs #4 it a 1 r ,*! 
ar ,—+:y55 , — 23: 8&c. de forte que ces expref- 
XX D ELLE :5 Eu De À Nr1: y “ SES a ! 


DES INFINIMENT PETITS. Z. Part. 9 
| Ü A mn, A + Gale AR. 
fions Vx&cxr, @x8cxrs Ve 8x5 LL 8x — 3 8cc. 


= 45 A 162 is | 
ne fignifient que la même chofe. 


Prog.geom.1,VXx,%.1, VxV/xx, X. 1; Vx; Vxx, V#; Va t,x. 
l Ù | 2 a | æ : k 


M | ir L EN 
lsuiq lasse 5% 3 


un u ALT 3 sr À 
Prog. arith. ©, 2, 1.0, +, 3: 10%» $o . Ÿ» 


" le re ‘I ' I ; 13 { À Ÿ ! . 5 en { 
œ— — nas À 2) ane JT 5% — 3 
_ Prog. geom. — 75° 5 = 5 LA Tokss 


# 


Ts I. 
I LI, 
Fax” xt 


Prog. arith.—1,— 2 — y, —$, 2,31, 4. 


Où l'on voit que de même que Vxeft moyenne geomé- 
trique entre 1.&x, de même aufli<eft moyenne arith- 
metique entré leurs expofans zero & 1:.& de même que 
Vx eft la premiere des deux moyennes geométriquement 
proportionnelles entre 1 & x, de même aufli + eft la pte- 
miere des deux moyennes arithmétiquement proportion- 
nelles entre leurs expofans zero & 1: & ilen éft ainfi des 
autres. Or il fuit de la nature de ces deux progreflions. 
19, Que la fomme des expofans de je termes quel- 
conques de la progreflion geométrique fera l'expofant du 


473 


terme qui en eft le produit. Ainfi où x? eft le pro- 


| de ATEN 0 ATÉOUE RE 
duit de x? par x°, & «3%: où x eft le produit de x2 
x L: = 


LR RUE NL 1} er = > nm 
par «7, & x 3'Soùx ‘ef le produit dex par 
— I in : : k [' 


Ps pa? Rai gr, Sant | Sd U. 
x5, &c. De même x3 3 où x eft le produit de x 
‘ À > . | Z=h=2hz 
par lui- même, c’eft à dire fon quarré, & Cp ME CT 
x$ eft le produit de x* par*x? par x*, c'eft à dire fon cube, 
RRQ AT 
&x *  * “’oùx ” eft la quatriéme puiffance 
de x 3, &ileneft ainf des autres puiffances. D'où il 
eft évident quelle double , le triple, &c. de l’expofant d'un 
| Lun 2184 ES OST UMNTN At tu 
térme quelconque de la progreflion geométrique :eft l'ex- 
pofant au quarré, du cube, &tc. dece térme ; &t partant 
que la moitié, letiers, &c. de l'expofant d’un terme quel- 
la racine quarrée, cubique, &cc. de ce terme. 
2°, Quela différence desexpofans de deux termes quel- 
conques de la progreffion geométrique fera l’expofant du 


conque de la progreflion geométrique fera l’expofant de 





8 Hn À arm NA LYSE:: | 
. C2 . é Li 
quotient -de la divifion de ces termes. Aüinfi x37—3 
: ; . apte 
== x 6 fera l'expofant du quotient de la divifñion de 


1 ï ! de de k 
xTparxr, 8 KT = X 12 fera l’expofant du quo- 





tient de la divifion de x—3 par #3 ; où l’on voit que ceft 
| | e T4 : FASEN ï n | } 

| la même chofe de multiplier x 7 par x + que de divi- 

1 fer x par «4. Il en eft ainfi des autres. Ceci bien en- 

tendu ; il peutarriver deux différens cas. 

Premier cas, lorfque la puiffance eft parfaite, c'eft à dire 
| lorfque fon expofant eft un nombre entier. La différence 
L de xx eft 2xdx , de x? eft 3xxdx, de xt eft 4x” dx, &tc. Car 
| le quarré de x n'étant autre chofe que le produit de x par 

l “Art, s. x, fa différence * fera xdx-+xdx, c’eft à dire 2xdx. De mé- 
IA me le cube de x n'étant autre chofe que le produit de x 
par x par x, fa différence * fera xxdx+xxdx-xxdx, c'elt 
à dire 3xxdx; & commeil en eft ainfi des autres puiflances 
à l'infini, il s’enfait que fi l’on fuppole que m marque un 
nombre entier tel que l’on voudra, la différence de x" fera 
mx" dx, | 

Si l’expofant eft négatif, ontrouvera que la différence 

dex_ ‘ou de zx fera SR = — mx FT dx. 

Second cas, lorfque la puiffance eft imparfaite, c'eft à 
dire lorfque fon expofant eftun nombre rompu. Soit pro- 
rm 


pofé de prendre la différence de $/#* où x" (” exprime un 


m 
nombre rompu quelconque) on fuppoñera x°=—=x, 6 en 
élevant chaque membre à la puiflance on aurax®= x}, 
& en prenant les différences comme l’on vient d'expliquer 


dans le premier cas , on trouvera #4" "dx=nx" "dr » 


ST, mxM— Idz m En "3 M n, mMm—n 
& dy = ©". X ; OU? d'xx/x , en 
& nan! n°7” n w 
m 


mettant à la place de #27 — 1 fa valeur, nxm—1, Si Fexpo- 


{ant eft négatif, on trouvera que la différence de x— à 
mt 


I 5 À m 
PR x 2 
ou de =» fera __" Dei: 


me pr E Ce 
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Ce qui donne cette regle générale. 


REGLE IV 
Pour les Puiflances parfaites ou imparfaites. 


La différence d'une puiffance quelconque parfaite ou 
imparfaite d'une quantité variable, eft égale au produit de 
Y expofant de cette puiffance , par cette même quantité éle- 
vée à une puiflance moindre d une unité, & CE A CV par 
fà différence. | | 

Ainfi fi l'on fuppofe que # exprime tel nombre entier ou 
rompu quel on voudra, foit politif, foit négatif, & x une 
quantité variable quelconque, la différence de x x" feratou- 
jours mx—1dx. | 


EXEMPLES. 


La différence du cube de ay—xx, c'eft à dire de 








FE R3xay—xxkady—2xdx— 34; ÿy dy 
Ne TEA Rat ET dur OL dx 
— 6x dx. 

La différence de Vxy+yy OÙ de xy+yy 7 , cf 
ne He fut Die LUE PET. 
EXXY+Jy xydx+xdy + 2ydy ou 2VrT 7 
Celle de v 2° + axyy Où de 4*+axy axyy®, Ex at zx yy : 


avydesnsacvdy 


xayydx+24xjdy, ou u =, Celle de Var xx, 





ne À RD LÉ Dim ns 
oudezx+xxs, eftixax+xx Sxadx+2xdx, ou 
a dx + 2vdx 


pe 
VLC 








La difference de Vaxæxx dv aŸ+axyy OÙ de 

Li 

eft = X AXE XX EN LE a x y ÿ° 

ayydx+-21xydy adx32%dx 
2Vathaxyy ? au HP 

y) VAT 4 VTT EE sx 
ayjds + 24xy4dy 
avr ssyyx 2V 4% te A EE PTETR 














{| 
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AXHXX HV 2 ax} 





xadxH2xdx + 
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Vars 

Al x Jrt.7.6. La différence de = fera felon cette regle * & celle 


Virr) 

















US, x ep sm  Slaex, 
| V5 +5 SE EVE) - 

Il - dL Minne “ | sr | 
A des fractions | XY + J) 


Du REMARQUE. 


ES | L eft à propos de bien remarquer que l'on a toujours 
| fappofé en prenant les différences, qu'une des variables x 
|! croiffant, les autresy, x, &c. croifloient aufli ; c'eft à dire 
que les x devenant «+ dx , Les y xs &c. devenoient 
| y+ dy,x+ dr &ec. C eft pourquoi s’il arrive que que que 
unes diminuent pendant que les autres eroiflent il en fau- 
11 dra regarder les différences comme des quantités négati- 
| ves par rapport à celles des autres qu'on füppofe croître, 
| & changer par conféquent les fignes des termes où les 
(D dilférences de celles qui diminuent fe rencontrent. Ainfi 
Li fi l'on fuppofe que les x croiffant, lesy & les x diminuent, 
fi c'eft à dire que les x devenant x+dx, les y & les zx de- 
Nil viennent y — d y & x—d x. êt que l'on veuille prendre la 
différence du produit x y x5 il faudra changer dans la diffé- 
* Art.s. rence xy dx x xdy +y xdx trouvée * , les fignes des 
} termes où dy & dx {e rencontrent * ce qui donne y xd x 
| x yd Z—= X Xdy POUT la différence cherchée. 
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_ SEcTiIOoN Il 
Vfage du calcul des differences pour trouver les T'angentes 
"+ de toutes fortes de lignes courbes. 


Co DEFINITION. 
: l'on prolonge un des petits côtés A4" du poligonc Fc. 2. 
ui compofe * une ligne courbe; ce petit côté ainfi * #13. 
prolongé fera appellé la Tangente de la courbe au point 
Moum.. | | 
RE PROPOSITION I. 


Problème. 


90 1T sue ligne courbe À M telle que la relation de la Fic.3; 
coupée À P à appliquée PM, foit exprimée par une équa- 
tion quelconque, @ qu'il faille du point donné M fur cette 
courbe mener la tangente MT. | | 

Ayant mené l'appliquée M P, & fuppolé que la droite 
MT qui rencontre le diametre au point 7’, foit la tangente 
cherchée ; on concevra une autre appliquée #9 infini- 
ment proche de la premiere, avecune petite droite A4R pa- 
rallele à 4 ?. Et en nommant les données 4P,x;P M, 
{donc PpouMR=dx, &Rm=—dy. les triangles fem- 
blables m RM & MPT donneront # R (dy). Rm{ax):: MP 
(y). 2T =. Or par le moyen de la différence de l'é- 
quation donnée , on trouvera une valeur de dxen termes 
qui feront tous affeëtés par dy, laquelle étant multipliée 
par y & divifée par dy, donnera une valeur de la foutan- 
gente ? T'en termes -entiérement connus .& délivrés des 
différences , laquelle fervira à mener la tangente cherchée 
MT, | 

REMARQUE. 


HEiiioces point 7° tombe du côté oppolé au Fi1G.4. 
point 4 origine des x, il eft clair que x croiffant, y dimi- 
Le B i 





X Art. 8. 


* Sect..r. 


rc, 3. 


FIG. 4. 





Me NT EA NEA LYS E 

nue, & qu'il faut changer par conféquent * dans la différen- 
ce de l'équation donnée les fignes de tous les termes où d'y 
fe rencontre : autrement la valeur de dx en dy feroit néga- 
tive ;"& partant auffi celle de ? T( Ë ). Il eft mieux ce- 
pendant, pouf ne fe point embaraffer:, de prendre tou- 
jours la différence de l'équation donnée par les regles que 
l'on a,prefcrites * fans y rien changer ; car s'ilarrive à la fin 
de l'opération que la valeurde P T'foit pofitive, il s'enfut- 
vra qu'il faudra prendre le point 7° du même côté que le 
point 4 origine des x*, comme l'on a fuppofé en faifant le 
calcul:& au contraire fi elle eft négative,il le faudra prendre 
du côté oppofé. Ceci s’éclaircira par les-éxemples fuivans. 


ExEemPzie L 


HrP/ES) S 1 l'on veut que 4x — 7 y exprime la relation de 
ADPàP M;lacourbe 4M fera une parabole qui aura pour 
paramétre la droite donnée 7, & l’on aura en prenant de 
part & d'autre les différences, 4 dx =—23dy,& dx— JL 
& PT ( He) — “7 2x en mettant pour yy fa valeur 4x. 
D'où:il fuit que fi l’on prend ?7 double de 4P, & quon 
mene la droite MT, elle feratangente au point 47. Ce qui 
étoit propofé. 1 | à 

‘20. Soit l'équation 44:= «7 qui exprime la nature de 
Thyperbole entre les afymptotes. On aura en prenant les 
différences x*dy+7dx=0, & partant ?7"( = x. 
D'où il fuit que filon prend PT =? A du côté oppofé au 
point Z, & qu'on mene la droite A7”, elle fera la tangente 
CAE, SE | | | .< 16€ 
* 30. Soit l'équarion généraley"=+ qui exprime la na- 
ture de toutes les paraboles à l'infini lorfque l'expofant # 
marque un nombre politif entier ou rompu, & de toutes 
les hyperboles lorfqu'il marque un nombre négatif. On 
aura en prenant les différences my®—1dy = dx, & partant 


PT (5 )=m" mx en mettant pour y” fa valeur x. 
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Sim, l'équation feray*—+xx qui exprime la 
nature d’une des paraboles cubiques , & la fou‘angente 


PT==ix, Sim——2, l'équation fera z°== xyy qui ex- 
prime la nature de l’une des hyperboles cubiques , & la 
foutangente PT —— 2x. Il en eft ainfi des autres. 


Pour mener dans les paraboles la tângente au point 4 
origine des x, il faut chercher quelle doit être la-raifon 
de d x àdy en ce point ; car il eft vifible que cette raifon 
étant connue, l'angle que la tangente fait avec l'axe où 
le diametre fera aufli déterminé. On a dans eet éxemple 
dx .dy::my"—1. 1. D'où l’on voit que y étant zero en A, 
la raifon de dy àd x doit y être infiniment grande lorfque 
m furpafle 1 , & infiniment petite lorfqu'elle eft moindre: 
c’eft à dire que la tangente en Æ doit être parallele aux 
appliquées dans le premier cas, & fe confondre avec le 
diametre dans le fecond. 


ExEmMPLiE IL 


2°. Lord té courbe 4 MB telle que 4APx?B 
(xxa—x). PM.()):: A B (a). AD (6). Donc D 4X 


24ydy 





ssh) 

— xx, &en prenant les différences , = — 2dx—2xdx, 
. : | Vdg | _ LAYY  ___ 2ax—ixx | 

d'où lon tire PT (5) = 3% x » En met- 


sant pour fa valeur x — xx; & PT— AP où AT 


# 
er 
2 X° 


——_—_— 3 ————…: |, , mn ? CESRISET NT 
Suppofant à préfent que 4P x PB \X'xa— x .2M 


G)::48(4). A D(B), onaura 3 47 x  & en 








cavtdv Pr er 14 ET | 
— 3x xd XX a — x — 


dx 1 9x xa—x2 


oadxa2xdxxx, d'où l’ontire FT 





prenant les différences 


L a 
Là LI 


——— > 
3EXX A — x  —2aHIIKXS 


= LIRE où SÉSÈR AT, 
34— 5i— 2% 3x — fx 34— 5% 


B ii} 


Fic. 5. 
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| Et généralement fi l'on veut. que # marque l’expofant 
de la puiffance de 4 P , &n celui de la puiflance de 22, 
TRUE bi r comme . r , , 
OÙ AUrA—— = xMxz—Xx qui ft une équation gé- 
nérale pour toutes les ellipfes à l'infini, dont la différence eft 
| re ere —meidy sx a— x —na—x dx xx, 





4 ; m+n ae 
d'où l'on tire (en mettant pour = fa valeur x x 3x") 


MAHNXX A x 





sc Ti — 1m = T2 
Il TN mebte xa—3" 
? T ( dy ) per 








mx XI x x M A—X-— 1 x 
n 4) a 
PIN L— 4 Har 
OUPT = ——— &KAT— st 
TA —— 7h — DH X NA — M — NX 


| 
|! ExEempLre III. 


Fi, 6. 13e mêmes chofes étant pofées que dans l’éxem- 
ple précédent, excepté que l'on fuppofe ici que le point 
B tombe de l’autre côté du point 4 par rapport au point 


ayur 5 Le n . . 
== x xaæ+x qui exprime 


| la nature de toutes les hyperboles confiderées par rapport 
nr à leurs diametres. D’où l’on tirera comme ci- deflus ?7T 





P , on aura l'équation 





| = D pe mean AT ——— ; 
DU8 he D me #T Xe MAD NX | 


| Maintenant fi l'on fuppofe que 7 foit infiniment gran- 
AU de, latangente 7 4 ne rencontrera la courbe qu’à une dif- 
| | tance infinie, c'eft à dire qu'elle en deviendra l’afymptote 
ll . , ax # 2 
| CE; & l'onauraen ce Cas AT (7 — el 


= A 





| | M À mnben MN me EX ! 
l puifque + étant infiniment moindre que x , le terme m4 
V4 fera nul parrapport à m_pnx. Parla mêmeraifonen ce cas 
(ll l'équation à la courbe deviendra 4" "= #x"t, Ainfien 
11 faifant pour abréger#+7—7p, & en extrayant de part & 


d'autre la racine p, on aura aVe=x\) & , dont la différence 
1 eft dy 4 —dx\/6 : de forte qu’en menant 4 E parallele aux | 


M appliquées, & en concevant un petit triangle au point où 
. l'afymptote C'E rencontre la courbe ; on formera cette pro- 


| | portion 4x .dy, ou V/#.\/b::AC. Fa) AE \/ bar=:, Orles 








DES ÎINFINIMENT PETITS. Z. Part. 16 
valeurs de C4 & AE'étantainfi déterminées , on menera 
la droite indéfinie CE qui feral'afymptote cherchée. 

Sim 1&n—=1, la courbe fera l'hyperboleordinaire, 
& on aura AC— +4, & AE—2Vab, c'eftà dire à la moi- 
tié du diametre conjugué , ce que l'on fçait d’ailleurs être 
conforme à la verité. | 


ExEMPLE IV. 


148 IT l'équation y — x =—7xy (AP — x, PM), 
a eft une ligne droite donnée ) & que cette équation 
exprime la nature de la courbe 4 M ,fa différence fera 


399 dy — 3 x x dX —uxdy + ay dx. Donc te ; 


| PR LES \ 2NI — 243 2x 4% 
DATE ae) en 20 rs, CN mettant 


pour 37° — 3x” fa valeur 34xy. 

Maintenant fi l'on fuppofe que 4 P & P Mfoient cha- 
cune infiniment grande, la tangente 7° deviendra f’afym- 
ptote C'E, & les droites 47°, 4S deviendront 4 C, 4E qui 
déterminent la pofition de l'afymptote. Or 47° que j'ap- 


pelle Ê —= = hé 


tee me 
2#x de 41 9 AX—— At 


| 


3 | - L 
d'où l’on tire y— = lors 


que 4 T' devient 4C, parce qu'alors #7 eft nulle par rap- 
port à 4x. Mettant donc cette valeur à la place de 7 


3 3 LEE 

dans y— x'— axÿ, On aura 274 x}—ax —=3a 1xx, d'où 
; ; / 
l'on tire (en effaçant le terme 34 #xx, parce que x étant 
infinie, 1leftnul par rapport aux deuxautres 271 x & ax; ) 
Es A xdy °) 
AC(1)—=+e« De même 4 5(y—") quejappelle 
ELU 8XY 3, À 1? .. 2 à 359y 
SU De: d'où l’on tire X= TT; 
? . Ê : : « ‘ Û 

7 Étant infinie par rapportàs, leterme zs fera nul par rap- 
port au terme zy;êt en mettant cette valeur dans l'équa- 
tion à la courbe, on trouvera AE (s) — 2 4. D'où if fuit 
que fi l’on prend les lignes AC, 4 E égales chacune àL%, 
& qu'on mene la droite indéfinie CE, elle fera l’afymptote 
de la courbe 4 M. 





s 
— 7, parceque 


Fi. 6. 
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_Onfe réglera fur ces deux derniers exemples pour trou- 
verles afymptotes des autres lignes courbes. 


PROPOSITION JL. 


Probléme. 


15 S 1 l'on fuppofe dans la propofition précédente que les 
coupées À P foient des pertions d'une ligne courbe dont l'on Jça- 
che mener les tangentes PT, dr qu'il faille du point donné M 
fur La courbe À N\ mener la tangente MT. 


A yantmené l’appliquée A£P avec la tangente?T",& fup- 
pofé que la droite A4 7 qui la rencontre en T, foit la tan- 
gente cherchée ; on imaginera une autre appliquée p 
infiniment proche de la premiere , & une petite droite 
M R parallele à P 7°: & en nommant les données 4 P , x; 
P M,y;on'aura comme auparavant A4 Ppour—dx, Rm 
— dy,& les triangles femblablesR 41& MPT donneront 
mR(dy).RM(dx):: MP(3).P? T=T. On achevera 
enfuite le refte par le moyen de l'équation qui exprime la 
relation des coupées 4? (x) aux appliquées ? M(y), 
comme l’on a vû dans les éxemples qui-précedent , & com- 
mé l’on verra encore dans ceux qui fuivent. 


EXEMPLE. Î. 
16. NS OIT — =, dont la différence eft 


dy — yydx FPT d , 
ÉTAT PJ ds Pen ee. on aura en rédui- 





xx. 4 aVaa+yy 
e # \ . + 
fant cette égalité à une proportion dy . dx(MP.PT) 
. Vas) %—— 2, Et partant le rap- 
a XX XX aV'an + y}. | 


port de la donnée 4P à la foutangente cherchée PT, 
fera exprimé en termes entiérement connus &t délivrés des 
différences. Ce qui étoit propofé, 


EXEM- 
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ExEMPLE II. 


17.K OIT x 7 , dont la différence eft d x =" î 
on aura ?T (+ )—=T — x4 Si l’on fuppofe que la ligne 
courbe 4 P B foit un demi-cercle, & que les appliquées 
MP, étant prolongées en Q, foient perpendiculaires fur 
le diametre 48 ; la courbe 4 MC fera une demi-roulette 
ou cycloïde : fimple lorfque —#, allongée lorfqu'elle 
eft plus grande, & accourcie lorfqu'elle eft moindre. 


COROLLAIRE. 


a 
18.N : la roulette étant fimple, l'on mene la corde 4? ; 
je dis qu’elle fera parallele à la tangente ACT. Car le trian- 
gle MPT étant alors ifofcele, l'angle externe 7 ?Q fera 
double de l'interne oppofé TMQ. Or l'angle 42,9 eft 
égal à l'angle APT, puifque l'un & l'autre a pour mefure 
la moitié de l’arc 4P ; & partant il eftla moitié de l'angle 
TPQ. Les angles7MQ, APQ feront donc égaux entr- 
Br & par conféquentleslignes M7", 4P feront paral- 
eles. 


Prorosition III 
Probléme. 


19 S O1T #ne ligne courbe quelconque AP qui ait pour dia- 
metre la droite KNAQ, € dont l'on fçache mener les tan. 
gentes PK; foit de plus une autre courbe AM telle que menant 
comme on voudra, l'appliquée MQ qui coupe la premiere 
courbe au point P , larelation de l'arc AP à l'appliquée MQ 
foitexprimée par une équation quelconque. Il faut d'un point 
donné M mener la tangente MN. 

Ayant nommé les connues PK, 1; KOQ,5; l'arc 4 D ,x; 
MO, y; l'on aura(en concevant une autre appliquée #7 
infiniment proche de MQ, &entirant PO, MS paralleles 
à AQ.) Pp=— dx, mS — dy ; & à caufe des triangles fenr- 
blables KPQ & Pp0, mS M & MON, l'on aura pi K (4). 


FrG, 7. 
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KO (s)::Pp(dx) PO ou MS =. Et m S (dy). 
à | DE 
SM(—) :MQ(Y) QNE= y Or par le moyen de 
la différence de l'équation donnée, on trouvera une valeur 
de dx en termes qui feront tous affeétés par dy , & partant 
fi lon fubftitue cette valeur à la place de dx dans , 
les dy fe détruiront, & la valeur de la foutangente cher- 
chée Q N fera exprimée en termes tous connus. Ce qu'il 


falloit trouver. 
PROPOSITION IV. 
Probléme. 


Fiç. 8. 20.N O1ENT deux lignes courbes AQC, BCN gui ayent 


pour diametre la droite TEABF , €: dont l'on fçache mener 
lestangentes QE, NF ; foit de plus une autre ligne courbe 
MC telle que la relation des appliquées MP, QP , NP, foit 
exprimée par une équation quelconque. Il faut d'un point 
donné M fur cette derniere courbe lui mener la tangente MT. 


Ayant imaginé auxpoints Q, M, N,les petits triangles 
Q0g, MRm, N5n, & nommé les connues PE, 55 PF ,t; 
PO, x; PM,7; PN, x;5 l'onaura Og—dx, Rm=—dy, Sn, 


# gr, 8, == — 4x, * parce que x & y croiflant , x diminue. Et à caufe 


des triangles femblables QPE & 40.9, NPF &nSN, 
MPT & mRM ;l'on aura @P (x). P E(s)::4qO(dx). 


O 2 ou M R ou SN—=". Er NP (x). PF(t):: n S 
(— dr). SN—=—E— # { d'où l’on tire dx=— SE 


À x x 
EtmR(dy).RM(©)::MP(y).PT =2%.Orfilon 
met dans la différence de l’équation donnée, à la place de 


sLd x 
dx, fa valeur — ——, on trouvera une valeur de dx en dy, 
:Y4dx | 
xdy ?. 
& la valeur de la foutangente ? 7° fera exprimée en termes 
tous connus. HA THEr | 





laquelle étant fubftituée dans leskd y fe détruiront, 
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EXEMPLE. | 


AS VE T dont la différence eft 2ydy=—=xdx 


sx 
+ xdx = "EE , en mettant pour dx fa valeur néga- 


[2 à 

g à td, N 3 . 4 

tive— =, d'où l'on tire dx #2%7 ; & partant ?7 
jan péres “rs. 

(SE) == — , en mettant pour #7 fa va- 


AN TRES EE 4 t 
7 z 
leur x x. 
. Soit maintenant l'équation générale y"+"=x"2, dont la 


PE dy == mas dx 4 nr dr 





ge a 
différence eft » + #y 


PTS A mnt El 


M, (end 
= 4x, en mettant pour dx fa va- 








——sxdsx » 4 9 : sÿés PURE Re ie 
QUE ee Proust d'où l’on tire 27" ( 2 ) CU 
: DUT ee Fi me 

De N M nn 

rs » en mettant pour y" + fa valeur x". 


On peut remarquer que files courbes 4QC, BCN de- 
venoient des lignes droites, la courbe 44C feroit alors 
une des Settions coniques- à l'infini ; fçavoir une Ellipfe 
lorfque l’appliquée CD, qui part du point de rencontre €, 
tombe entre les extrémités 4, B ; une Hyperbole lorf- 
qu’elle tombe de part ou d'autre ; & enfin une Parabole 
lorfque l’une des extrémités Z ou & eft infiniment éloi- 
gnée de l'autre, c'eft à dire lorfqu'une des lignes droites 
CA ou CB ef parallele au diametre 42. 


PROPOSITION V. 
Probléme. 


be md 


MS Emke SE 


sn 7 | | 
z 2.5 o17T sue ligne courbe APB qui ait un commencement 
fxe @invariable au point À , @+ dont l'on fçache mener les 
tangentes PH ; foit hors de cette ligne un autre point fixeF, 
+ une autre ligne courbe CMD telle qu'ayant mené la droite 
quelconque FMP, la relation de fa partie FM à la portion 
de courbe AP foitexprimée par telle équation qu'on voudra. 
On propofe de mener du point donné M la tangente MT. 
Ayant mené fur F2 la perpendiculaire F H de rencon- 

z) 


F1G. 9, 
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tre la tangente donnée PH au point H, & la cherchée MT 
au point 7', imaginé une droite FRmOp qui faile avec 
FP un angle infiniment petit, & décrit du centre F Îles 
petits arcs du cercle PO, MR ile petit triangle pOP fera 
femblable autriangle reétangle ?FH; car les angles HPF, 
Hp font * égaux , puifqu'ils ne différent entreux que de 
l'angle ?Fp que l’on fuppofe infiniment petit, & de plus 
l'angle pOP eft droit, puifque la tangente en O (qui n'eft 
autre chofe que la continuation du petit arc 70 confidé- 
ré comme une droite (eft perpendiculaire fur lerayon FO. 
Par la mème raifonlestriangles RM, MFT feront fem- 
blables. Orileft clair que les petits triangles ou fééteurs 
FPO & FMR font femblables. Si donc l’on nomme les 
connues? H,t;, HF,5;FM,y;FP,x;&larc 4P,x5 on 


aura PH(t).HF(s):: Pp(dx).POo="®. Et FP (x). 

sdx ysdx cvdx 
FM(y)::PO(—) MR =. EtwR (dy). RM (——):: 
FM (3) .FT— DIE, Et on achevera lerefte par le moyen 
de la différence de l'équation donnée. | 


E xXEMPLE, 


23 S 1 l’on veut que la courbe 4?B-foit un cercle qui 
ait pour centre le point fixe F ; il eft clair que la tangen- 
te ? H devient parallele & égale à la foutangente FH, à 


caufe que HP? fera aufli perpendiculaire à PF; & qu'ainfi 


vrdx _Jrdx 


l'on aura en ce cas FT = dj — > en nommant la 


droite FP(&),4; parcequ'elle devient conftante de va- 
riable qu’elle étoit auparavant. Cela pofé, fi l'on nomme 
la circonférence entiere, ou une de fes portions détermi- 
nées à ; &t que l'onfafle£.x::4.7.lacourbeC MD, qui 
eften ce cas FMD , fera la Spirale d'Ærchimede, & l'on 
4 X Fe . ad 7 , 
auraÿ ==" qui a pour fa différence dy =", d’où l'on 
| byd 
tire ydx— — — xdy en mettant pour y fa valeur 





ax 
F9 
ni À se 
EEE C3 


5 * à . “ 
& partant FT (ES) = +. Ce qui donne cette conftruätion, 
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Soit décrit ducentre F & du rayon FM, l'arc de cercle 
MQ., terminé en @_ par Île rayon F4 qui jointles points 
fixes 4,F ; foit pris F7 égale à l'arc A1Q : je dis que 
la droite A7 feratangente en 42. Car à caufe des fé£teurs 
femblables FP4, FMOQ, l'onaura FP(4).FM(y):: AP 
(x). MO—= © = FT. 
. Si l'on fait en général #.x:: 4, ym, ( l’expofant # dé- 
figne un nombre entier ou rompu tel que l’on veut) la 


courbe FM D fera une des fpirales à l'infini, & l’on aura 


ad 
4 L 2 





ame “ 4 , ae. 
yÿ®=—, qui a pour fa différence #y°—"'dy — 


ont Lu du 


ë 





d'où l’ontire ydx — — mxdy, en mettant pour y" 


: Rx pydx\ mar 
fa valeur -—; & partant F7 Gr)=T = M x M9. 


“PrRorosiTIoN VI. 


Probléme. 


24.4 O1T #ne ligne courbe APB dont l'on fçache mener les 
sançentes PH, & an point fxe F hors de ‘cette ligne; foit 
ane autre ligne conrbe CMD telle que menant comme on vou- 
dra, la droite FPM, La relation de FP 4 FM foit exprimée 
par une équation quelconque. Il faut du point donné M me- 
ner la tangente MT. | | 


Ayant mené la droite FHT perpendiculaire fur FM, & 
imaginé comme dans la propofition précédente les petits 
triangles 2? Op, MR m femblablés aux triangles HFP, 
TFM, on nommera les connues FH,5; FP , x: FM, 35 & 
lonauraPF (x). FH({5s)::pO(dx).OP =" .EtF? (x). 


FM(y)::0P(%).RM= TE. EtmR (dy).RM (2°) 


* 


L: FM(ÿ). FT = EL ÈS, On achevera enfuite le refte par 


xx dy. 
te moyen de la différence de l'équation donnée. 


“ 


E ix 
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EXEMPLE. 


25 S l'on veut que la courbe 428 foit une ligne 
droite 2H, & que l'équation qui exprime la relation de 
FPà FM foity—x=4, c'eft à dire que PM foit tou- 
jours égale à la même droite donnée #5 l'on aura pour dif- 


aal as dl à | 
4 D noms L ; ee dv men 597 ’ 
férence dy dx; & partant FT ( YPP )= 7. Ce qui 


donne cette conftruétion. 
. Soit menée ME parallele à PH, & MT parallele à PE; 
je disqu'’elle feratangente en 4%. 


© Car FP(x).F H(s)::F M(y).-FE—=Ÿ.EFP 
(x).FE(2):F M(y).FT=E.i eft clair que la 
courbeCMDeftla Conchoïdede Nicomede, dont l'afym- 
ptoteeft la droite P H, & le pole eft le point fixe F. 
PropostTiON VIL 
Problème. 


du. 26.N o17T ane lignecourbe ARM dont l'on fçache mener les 


tangentes MH , @ qui ait pour diametre la droite EPAHT , 
foit hors de ce diametre an point fixe F, d'o parte une ligne 
droite indéfinie FPSM qui coupe le diametre en P C* la courbe 
en M. Si l'on conçoit maintenant que la droite FPM, er 
tournant autour du point E , fafle mouvoir le plan PAM tou- 
jours parallelement à [oi-même le long de la ligne droite ET 
immobile @* indéfinie, en forte que la diffance PA demeure 
par tout la même ; il eff clair que l'interfeétion continuelle M 
des lignes FM, AM décrira dans ce mouvement 4n6 ligne 
courbe CMD. On propofe demener d'un point donné M far 
cette courbe la tangente MT. | | 

Ayant imaginé que leplan 2 4M foit parvenu dans la 
fituation infiniment prochepzm, & tiré la ligne MRS pa- 
rallele à ÆP ; il eft clair parla génération que Pp = Aa 
— Rm; & partant que RS = Sm— Pp. Or nommant les 
connues FPouFp, x; FM ouF“, 7; PH, 5: MH, t, & 





DES INFINIMENT PETITS. Z. Part, 23 
la différence ? p, dx; les triangles femblables F Pp & 
F$m, MPH&MSR, MHT & MRm, donneront Fp 


(x).Fm(y)::Pp(dx). Sm=—"%(doncSR D ) 
Et ?H(s).HM (t)::8 R (=). PAT RESRE 


Et MR(ES),Rm(dk):: MAH(HT = 
Donc fi l’on mene FE parallele à AH, & qu'on prenne 
HT —PE ;laligne MT fera la tangente cherchée. | 

Si la ligne 424 étoit une ligne droite ; la courbe CAD 
feroit une Hyperbole qui auroit pour une de fes afympto- 
tes laligne E7. Et fi elle étoit un cercle qui eût fon cen- 
tre au point ? ; la courbe CMD feroit la Conchoïde de 
Nicomede , qui auroit pour afymptote la ligne ET, & pour 
pole le point F. Mais fi elle étoit une parabole ; la cour- 
be CMD feroit lacompagne de la Paraboloïde de Defcar- 
tes*, qui fe décriroit en même tems au deflous de la * Geom. 
droite ET par l’interfeétionde F ? avec l'autre moitié de Liv. 3. 
la Parabole. 





Propostrion VIIL 
Probléme. 


27 Ne une ligne courbe AN qui ait pour diametre la ligne FiG. 13: 
droite À P, avec un point fixe F hors de ces lignes ; foit une 
autre ligne courbe CMD telle que menant comme l’on voudra, 
la droite FMPN , la relation de [es parties FN, FP, FM 
foit exprimée par ane équation quelconque. Il ef queffion de 
2irer du point donné M !4 tançente MT. | 

. Soit menée par le point F la ligne HK perpendiculaire 
à FN, qui rencontre en X le diametre 4P , &en Hla tan- 
gente donnée WH; foient décrits du centre F & des inter- 
Valles EN, FP , FM des petits arcs de cercle NO, PO, 
MR terminés par la droite F# que l'on conçoit faire avec 
FN un angle infiniment petit. Cela pofe. 

… Sil'onnommeles connues FK,5; FH ,t; FP, x, FM ,ÿ; 
EN; x; les triangles femblables PFK & pOP, FMR & 





" 
| 
: 
| 
| 
| 
| 


+. Re — 
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FPO& FNQ,HEN & N 9n, mRM & MFT donneront 
D F(x).FK(s):pO(dx).0P—"#* EtFP(x). FM 


[2 
x 
sdx 


(y):: PO(=). MRC Et FP (x). FN (x):: PO 











(T).N QE, Et HF(1).FEN(x)::NQ( D, 
Qn(—dx)=""%%. Et mR(dy): R M(2T)::FM(y). 





FT = 215, Or par le moyen de la différence de l’équa- 


<xay 
tion donnée on trouvera une valeur de dy en dx & dx, 
dans laquelle mettant à la place de dx fa valeur négative 


= À < sil 
Tasse parceque x croiffant, x diminue; tous les termes 


txx ? 


feront affectés par dx; de forte que cette valeur étant en- 





. “à | d : / . 
fin fubftituée dans ==, les dx fe détruiront. Et partant 
du à 


la valeur de F7 fera exprimée entermes connus & délivrés 
des différences. 

Si l’on fuppofoit que la ligne droite 42 fût une ligne 
courbe , & quon ment la tangente ?K; on trouveroit 
toujours pour FTla même valeur, & le raifonnement de- 
meureroit le même, 


EXEMPLE. 


2 8. UPPOsONsque la ligne courbe AN foit un 
cercle qui pafle par le point F (tellement fitué à l'égard 
du diametre 4 P que la ligne F B perpendiculaire à ce 
diametre pafle par le centre G de ce cercle), & que PM 
foit toujours égale à ?N; ileft clair que la courbe CMD, 
qui devient en ce cas FA A, fera la Cifloïde deDiocles, 
& que l’on aura pour équation x+y—2x , dont la dif- 


, txx dust 
férence eft dy — 2dx—dx= "=" en mettant pour 


FEX 








44 4 

dx, fa valeur — — trouvée ci-deflus *. Et partant F7 

syydx LA Er styy É 
(ee 7 2IXXHS22 


Sile point donné M tomboit fur le point À, les lignes 
FM,FN, FP feroient égales chacune à EZ, comme auf 
les 





Er LÉ 





En + à 
= 6. 
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les droites F K, F H;& pattant on auroit en ce cas FT 
»À 


=—3=-;x, Ceft à direque filon prendFT =£:4F,. 


&t qu'on mene la ligne 4 7°, elle fera tangente en À. 

On peut encore trouver les tangentes de la Cifloïde 
par le moyen de la premiere Propofition, en menant les 
perpendiculaires NE, M L fur le diametre F B, & cher- 
chant l'équation qui exprime le rapport de la coupée F Z 
à l'appliquée Z M; ce qui fe fait ainfi. Ayant nommé les 
connues FB, 245 FLouBE, x; LM, y;les triangles 
femblables FEN,FZM, &la proprieté du cercle don- 
neront FZ(x). ZM(y)::FE. EN ::EN(V2ax—xx). 
E B (x). D'où l'on tireyy— = , dont la différence ef 


* . 
ZH—— % 
Raxxtt—— 2x3 dx 


= (pe Rt 
2 dy— re .-Litypattant Z' O.*.{ MAT Jar 
LAX—x 


——— 
LE uma. | 


É PE 
je— » En Mettant pour y y fa valeur —— . 
PRroPosttTron IX. 


Problème. 


29. OTENT deux lignes courbes ANB,CPD, EF une 
ligne droite F KT , fur lefquelles foient Marques des points 
fixes A ,C,F; foit de plus une antre ligne courbe EMG telle 
qu'ayant mené par un de [es points quelconques M la droite 
FMN,@ MP parallele à FK; La relation de l'arc AN à l'arc 
C P Joit exprimée par une équation quelconque. Il faut d'un 
point donné M fur la courbe EG mener La tangente MT. 


Ayant mené par le point cherché 7 la ligne TX paral- 
lele à FAS,& parle point donné Af les droites MRK, MO 
paralleles aux tangentes en ? & en N,0on tirera FmOn 
infiniment proche de FMN & "Rp parallele à 44P. 

Cela pofe, fi l’on nomme les connues FM 53FEN ,65MK, 
45C?,x; AN ,y;(donc Ppou MR—4dx,N n—=d4y) les trian- 
gles femblables ENr & FMO, MOm & MHT , MRm & 


M KT donneront FEN(:). FM(s)::Nn(dy), MO=?, 
D 


X Art, 9: 


Fc. LE $« 
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EtMR (dx). MO():: M Kk(2).M H—""2. Orpar 


tax 
le moyen de la différence de l'équation donnée l'on aura 


une valeur de dy en termes qui feront tous affeétés par dx, 


tes d'y 


laquelle étant fubftituée dans =, les dx fe détruiront; & 


partant la valeur de 41 H fera exprimée entermes cntiére- 
ment connus. Ce qui donne cette conftruction. 

Soit mené 41H parallele à latouchante en N& égale à 
la valeur que l'on vient de trouver: foit tirée 1 T parallele 
à FM, quirencontre en 7 la droite FK , par où & par le 
point donné A foit menée la tangente cherchée A 7. 





E XE M PLE. 


Fic. 16. 3° 


F1G. 17. 


Er S 1 lon veut que la courbe 4 NB foit un quart de cer- 
cle qui ait pour centre lepoint fixe F, quela courbe C?D 
foit le rayon Z7F perpendiculaire furla droite FKGQTB, 
& que l'arc AN( y) foit toujours à la droite 4 P (x) com- 
me le quart de cercle 4 NB(6) aurayon 4F(4);lacour- 
be EMG deviendra la quadratrice 4 MG de Dinoffrate, & 


l'on aura AH (27) — EE buifque F2 où MK 


tdx adx 
(a) —=a—x,& EN (t)}—4. Mais l'analogie fuppofée donne 
ay—6x , & ady—6dx. Mettant donc dans la valeur de MH 


\ SUD 
à la place de x & de dy leurs valeurs = & —", on trouvera 





bs—ys . - 
MH=— —— , Ce qui donne cette conftruion. 


Soit menée AH perpendiculaire fur FM, & égale à 
l'arc MQ décrit du centre F, & foit tirée HT parallele à 
FM; je dis quela ligne 427 fera tangenteen A4. Car à caufe 
des fécteurs femblables FENB, F M Q., l'on aura F N(a). 


FM(s):: NB(b—y).MQ= =. 
COROLLAIRE. 


31 S 1 l'on veut déterminer le point G où la quadratrice 
A M G rencontre le rayon F B , on imaginera un autre 
rayon Fgb infiniment proche de F G B ;-& en me- 
nant gf parallele à F 2 , la propriété de la quadratrice 
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& les triangles femblables F 86, gfF reétangles en B & en 
f, donneront 48.AF::Bb6.Ff::FBouAF.gfouFcG. 
D'où l'on voit que fi l’on prend unetroifiéme proportion- 
nelle au quart de cercle 4B & aurayon 4F, elle fera 


4 4 


égaleà FG, c'eft à dire que F G—-7-. Ce qui donne lieu 
d’abréger la conftruétion des tangentes. 

Car menant T'E parallele à 2H, les triangles fembla- Fr, 16. 
bles FMK,FTEdonneront MK(a—x).MPF(s):: ET 


bs— à bss——yss bss 
ou M H ZT, FT = —, en mettant pour 
a ad P 


Et 
ñ . 0 24 
x fa valeur 2 , & divifant enfuite le tout par #—y; d'où 


il eft clair que laligne FT eft troifiéme proportionnelle à 
FG&àaFM. 


PROPOSITION X. 
Probléme. 


37 S o17T ane ligne courbe À M Belle qu'ayant mené d'un Fire, 18. 
de fes points quelconques Maux foyers F,G, HT, Grc. les droi- | 
es ME, MG, MH, érc.leur relation [oit exprimée par une 
équation quelconque : @ foit propofé de mener du point donné 
M /a perpendiculaire M P fur la tangente en ce point. 
Ayant pris fur la courbe 4 B l'arc 4m infiniment petit, 
& mené lesdroites FRm, GmS, HmO , on décrira des cen- 
tres F,G, H les petits arcs de cercles MR, MS,MO; 
enfuite du centre AZ & d’un intervalle quelconque on dé- 
crira de même le cercle C D E qui coupe les lignes MF, 
MG, MHauxpoints C, D, E; d'où l'on abaiflera fur A1P 
les perpendiculaires CL, DK, EL. Cette préparation étant 
faite, je remarque 
1°. Que les triangles réétangles MRm , MZC font fem- 
blables; car en ôtant des angles droits LMm, RMC l'angle 
commun ZMR, les reftes RMm , ZMC feront égaux, & de 
plus ils font réctangles en R & Z. On prouvera de même 
que les triangles rétangles MS» & MKD,MOmÈè MIE 
{ont femblables. Partant,puifquel’hypothenufe4#z eft com- 
-mune aux petits triangles MARm , MSm , MOm, S que les 
1: 








* Art. 3. 


F1G,18.19. 
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hypothenufes 410, MD , ME destriangles MZC, MKD, 
MIE font égales entr'elles ; il s'enfuit que les perpendicu- 
laires CZ, DK, EI ont le même rapport entr'elles que les 
différences Am, Sm, Om. 

9, Que les lignes, qui partent des foyers fitués du mé- 
me çôté de la perpendiculaire 4? , croiflent pendant que 
les autres diminuent, ou au contraire. Comme dans la fi- 
gure 18. FM croît de fa différence R#, pendant que les 
autres GMA, H M diminuent des leurs Sm , Om. 

Si l’on fuppofe à préfent, pour fixer fes idées, que l'é- 
quation qui exprime la relation des droites FA (x), GM 
(y), HM(X), foitax+xy—2xx—0, dont la différence 
cftadx+ydx+xdy — 1 xdx—0; Ileft évident que la 
tangente en 4 ( qui n'eftautre chofe que la continuation 
du petit côté A4» du poligone que lon conçoit * compo- 
fer la courbe 4 41 8) doit être tellement placée qu'en me- 
nant d'un de fes points quelconques # des iles MR, 
mS ,mO aux droites FM,GM, HM,terminéesenR, S, 
O par des perpendiculaires MR , MS, MO à ces mêmes 
droites, on ait toujours l'équation 4 +7 x R mx x S m—22% 
xOm—0o:ou (ce qui revient au même, en mettant à la 
place de Rm, S m, O mleurs proportionnelles CZ , DK, 
ET) que la perpendiculaire 4P à la courbe doit être placée 
en forte que æ+yxCL+xx D K—2xxE I1—0o. Ce qui 
donne cette conftru&tion. 

Que l'on conçoive que le point C foit chargé du poids 
a+ y qui multiplie la différence dx de la droite FA fur 
laquelle il eft fitué, & de même le point D du poids x, 
& le point E pris de l’autre côté de 44 par rapport au 
foyer H (parceque le terme — 2 242 eft négatif) du poids 
2%, Je dis que la droite 41 ? qui pañle par le commun cen- 
tre de pefanteur des poids fuppofezen C,D,E, fera la 
perpendiculaire requife. Car il eft clair par les principes 
de la Mécanique, que toute ligne droite, qui paile par le 
centre de pefanteur de plufieurs poids, les fépare en for- 
te que les poids d'une part multipliés chacun par fa dif 
tance de cette droite, font précifément égaux aux poids 
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de l'autre part multipliés aufli chacun par fa diftance de 
cette même droite. Donc pofant le cas que x croiffant, 
y & x croiffent aufli, c’eft à dire que les foyers F, G, H 
tombent du même côté de A4 ? , comme l'on fuppofe tou- 
jours en prenant la différence de l'équation donnée felon 
les regles prefcrites ; il s'enfuit que la ligne A1 ? laïflera 
d'une part les poidsen C & D , & de l'autre le poidsenE, 
& qu'ainfi l'on aura z+yxCL+xxDK—24xE7—0, 
qui étoit l'équation à conftruire. 

Orje dis maintenant que puifque la conftruétion eft bon- 
ne dans cecas, elle le fera aufli dans tous les autres ; car 
fuppofant par éxemple que le point Af change de fituation 
dans la courbe en forte que x croiffant, y & x diminuent, 
c'eft à dire que les foyers G, Æ pañlent de l’autre côté 
de M P, il s'enfuit 1°. * Qu'il faut changer dans la diffé- 
rence de l'équation donnée les fignes des termes affeûés 
par dy, dx, ou par leurs proportionnelles D K, E 7; de 
forte que l'équation à conitruire fera dans ce nouveau cas 
a+yxCL—xx DK+22XxE T0. 2°, Queles poids 
en D & Echangeront de côté par rapport à MP, & 
qu'ainfi l'on aura par la proprieté du centre de pefanteur 
4+yxCL—xxDK#H2%XxE 7 —o, qui ëft l'équation à 
conftruire. Et comme cela arrive toujours dans tous les cas 
poflibles , il s'enfuit, &c. | 
 Ileft évident que le même raifonnement fubfiftera tou- 
jours tel que foit lenombre des foyers, & telle que puifle 
être l'équation donnée; de forte que l’on peut énoncer 
ainfi la conftruétion générale, 

Soit prife la différence de l'équation donnée dont je 
fuppofe que lun des membres foit zero, & foit décrit à 
difcrétion du centre M un cercle € D E qui coupe les droi- 
tes MF,MG,M H aux points C,D,E, dans lefquels foient 
conçus des poids qui ayent entr'eux le même rapport 
que les quantités qui multiplient les différences des li- 
gnes fur lefquelles ils font fitués. Je dis quela ligne A4? qui 





pañle par leur commun centre de pefanteur, fera la per- 


pendiculaire requife. Ileft à remarquer que fi l'un des 


Di; 


Fic. 19. 


Fic. 15. 


* Art.s8$, 
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poids eft négatif dans la différence de l'équation donnée, 
il le faut concevoir de l’autre côté du point 44 par rap- 
port au foyer. | 

Si l’on veut que les foyers F, G, H foient des lignes 

F1. 20. droites ou courbes fur qui les droites 44F, MG, MH tom- 
bent à angles droits, ka même conftruétion aura toujours 
lieu. Car menant du point # pris infiniment près de Arles 
perpendiculaires #fmg;, mh {ur les foyers, & du point 4 les 
petites perpendiculaires HR, MS, MO fur ces lignes 5 il 
eft clair que A fera la différence de 44F, puifque les droi- 
tes MF, Rfétant perpendiculaires entre les paralleles Ff, 
MR, elles feront égales , & de même que Sw eft la diffé- 
rence de MG, & Om celle de AZH ; & on prouvera enfuite 
tout le refte comme ci-deffus. 

Fic, 21. On peut encore concevoir que les foyers F,G, H foient 
tous ou en partie des lignes courbes qui ayent des com- 
mencemens fixes & invariables aux points F,G, HT , 8t que 
la ligne courbe 4 41 B foit tellequ'ayant mené par éxem- 
ple d’un de fes points quelconques Ales tangentes A7, 
M X & la droite MG; la relation des lignes mixtilignes 
FEV. M, H X M &de la droite G A foit exprimée par une 
équation quelconque. Car ayant mené du point # pris in- 
finiment près de 41 la tangente ## , ileft clair u’elle ren- 
contrera l'autre tangente au point 77( ouifqu'elle n'eft que 
la continuation du petit arc F7 # confidéré comme une pe- 
tite droite) , & partant que fi l’on décrit du centre Y le 
petit arc de cercle MR ; R m fera la différence de la ligne 
mixtiligne FM qui devient F7#Rm. Et tout le refte fe 
démontrera comme ci-devant. 


_ M. Tfchirnhaus « donné la premiere idée de ce Problème 
dans [on Livre dela Medecine de l'efprits M. Fatio en a trou 
vé enfuite une folution très ingénieufe qu'il a faitinférer dans 
les Fournaux d'Hollande : mais La maniere dont ils l'ont con- 
cu , nef qu'uncas particulier de la conffruttion générale que 
je viens de donner. 
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ExEMPLE TI 


33 N O1T 2xx+b y y+c x xf$ =>0 (les droites 4,6 ,6,f 
font données } dont la différence eft ax d x+6ydy-+cxdx 
—. C'eft pourquoi concevant'en:C le poidszx;,en D le Fi. 22. 
poidséy, & en E le poids «x, c’eft à dire des poids qui 
foient entr'eux comme ces rectangles ; laligne M ? qui 
pañle par leur commun centre de pefanteur, fera perpen- 
diculaire à lacourbe au point 4%. 

Mais fi l’on mene FO parallele àC Z ; & que l’on prenne 
le rayon 42C pour l'unité, les triangles femblables 44CZ, 
MFO donneront FO = x x C ZL; & de même menant G R 
parallele à D K, & Æ S parallele à E Z .'on trouvera que 
GR—=yxDK&HS—XxxEZT:de forte qu'en imagi- 
nant aux foyers F,G,Hles poids, b, c;la ligne 44P, qui 
paffe par le centre de pefanteur des poids zx, by,cxfup- 
pofezenC,D,E, pañlera aufli par le centre de pefanteur 
de ces nouveaux poids. Or ce centre eft un point fixe, 
puifque les poids en F, G,H, fçavoiræ, b, c, font des 
droites conftantes qui demeurent toujours les mêmes en 
quelque endroit que fe trouve le point 44 D'où 1l fuit que 
la courbe 4 418 doit être telle que toutes fes perpendi- 
culaires fe coupent dans le même point, c’eft à dire qu'elle 
fera un cercle qui aura pour centre ce point. Voici donc 
une proprieté très remarquable du cercle que l'on peut 
énoncer ainfi. 

S'il y a furun même plan autant de poidsæ, 4, c, &c. 
_ que l’on voudra, fituésenF, G,H, &c. & quel'on décrive 

de leur commun centre de pefanteurun cercle 4 AB ; je 
dis qu'ayant mené d'un de fes points quelconques M , les 
droites MF, MG, MH, &c. la fomme de leurs quarrés 
multipliés chacun par le poids qui lui répond, fera toujours 
égale à une même quantité. 


ExEMPLE Il. 


348 o1T la courbe 4 413 telle qu'ayant mené d'un 16.23. 
de fes points quelconques A au foyer F qui elt un point 








Fi. 24. 
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fixe la droite AMF, & au foyer G quieftune ligne droite la 
erpendiculaire 41G ; le rapport de MF à MG foit toujours 

Le même que de la donnée z àla donnée 4. 

Ayantnommé EM ,x3 MG, y5onaurax.y:: 4.0, & 
partant 4 y — bx dont la différence eft 4dy—b6dx=—0. 
C’eft pourquoi concevant en C pris au delà de 44 par rap- 
port à Flepoidsé, &en D (à pareille diftance de M)le 
poids #, & menant par leur centre commun de pefanteur 
la ligne 447 ; elle fera la perpendiculaire requife. 

Il eft clair par le principe dela balance, que fi l'on divife 
la corde C D au point ? en forre que C P.D P: :4.b; le 
point ?, fera le centre commun de pefanteur des poids fup- 
pofés en C & D. | 

La courbe Z M 8 eft une fe£tion conique, fçavoir une 
Parabole lorfque 4«—=+4 , une Hyperbole lorfque + furpaile 
b, & enfin une Ellipfe lorfqu'il eft moindre. 


ExEemMPLE  IIl 


FE | 

3) NS 1 après avoir attaché les extrémités d'un fil 
EZV MGMAXYH en F& enH, & avoir fiché une petite 
pointe en G, on fait tendre également ce fil par le moyen 
d’un ftile placéen 47 , enforte que les parties FZY, HY 4 
foient roulées autour des courbes qui ont leur origine en 
F& H, que la partie MG foit double, c'eft à dire qu’elle 
foit repliée en G, & que les chofes demeurant en cet état 
l’on faile mouvoir le ftile 41;1l eft clair quil décrira une 
courbe 4 M B. Il eft queftion de mener d'un point donné 
M fur cette courbe la perpendiculaire A4P, la pofirion du 
fil qui fertà la décrire étant donnée en ce point. 

Je remarque que les parties droites M}, A4" du fil font 
toujours tangentes en 77 & 4, & que filon nomme les Ii- 
gnes mixtilignes FZV7M,x; HF AM, x ;la droite MG, 7; 
& une ligne droite prife égale à la longueur du fil, z; 
l'on aura toujours x#+ 2 y+2==2: d'où je connois que la 
courbe AM B eft comprife dans la conftru@tion générale, 
C'eft pourquoi prenant la différence dx+2dy+dx—0, 
& concevant en C le poids 1, en Dle poids 2, &en E le 


poids 
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poids 1; je dis que la ligne AF? , qui pañle par le centre 
commun de pefanteur de ces poids, fera la perpendiculaire 
requife. 

PROPOSITION XL. 


Problème. 


36.4 O1ENT deux lignes quelconques APB, EQF dont Fic. 2ÿ: 
l'on fçache mener les tançentes P G, Q H; G* foit une ligne 

droite PQ fur laquelle foit marqué un point M. Si l'on conçoit 

que les extrémités P, Q de cette droite gliffent le long des li- 

gnes AB, EF, ef clair que le point M décrira dans ce 
mouvement une ligne courbe C D. Ilefqueffion de mener d'un 

point donné M fur cette courbe la tangente MT. 


Ayant imaginé que la droite mobile ? 44Q foit parvenue 
dans la fituation infiniment proche pm, on tirera les pe- 
tites droites PO, MR, OS perpendiculaires fur 2Q, ce 
qui formera les petits angles ré£tangles pO?, mRM,qS0 ; 
& ayant pris ?K égale à 440, on menera la droite HKG 
perpendiculaire fur ? Q, & l'on prolongera OP en T°, où 
je fuppofe qu’elle rencontre la tangente cherchée MT. 
Cela pofé, il eft clair que les petites droites Op, R#, Sg 
feront égales entrelles, puifque par la conftrution ?M 

 & MQ font par tout les mêmes. 

Ayant nommé les connuës ? M ou KQ, 4; MQ_ou 
PK,b;KG,f5 KH, “ver petite droite Op ou Rmou Sg, 
dy ; les triangles femblables ?KG & pOP, QKH & 4SQ_ 


donneront PK(b4).KG(f)::pO (dy).0 Pr? Et OK 

(24).K H (g)::48 (dy) SO—E1. Or l’on fçait 

pr nn _OPxMQ+OQSxPpM 

| REC EL 

Re, Ainfi les triangles femblables “RM, MPT 
Ldu tr d'u. 


donneront # R(dy).RM(=—=<—):: ME (4) P7T= 


LE œren D 


par la Geometrie commune que AR — 


af a F4 3. . 
ar. CEqu il falloit trouver. 


E 
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ProrosiTiION XIL 
Probléme. 


Fr@, 26. 37-K OLENT deux lignes quelconques BN , F Q qui aÿent 





pour axes les droites BC, E D gui s'entre-coupent à angles 
droits au point À ; € foit une. ligne courbe L, M rclle qu'ayant 
mené d’un de [es points quelconques M les droites MGQ,MPN 
parallele à ÂB , AE ; /4 relation des efpaces EGQF (4e point 
E eff un point fixe donné fur la droite ÀË , &* la ligne EF ef 
parallele à AC) APND, er les droites AP, PM, PN,GOQ, 
foit exprimée par une équation quelconque. 1 L'eff quefion de 
mener d'un point donné M fur la courbe L M, la rangente 
MT. 


Ayant nommé les données & variables ÆP ou GM , x ; 
PMouAC,y;PN,u;GOQ,%; Mr EGQF ,5; l'ef- 
pace APN D,t; & les foutangentes données ?H,4; GK, b; 
l'onaura ?p ou NS où MR—dx,Gg ou Rm ou 0Q=—=—dy; 
Sn=—= — dy —" , à caufe destriangles femblables HPN,; 
NSn ; Og =dr=— # , NPpn—dt=udx,& QGzg — ds 
— — xdy ; où l'on doit obferver que les valeurs de Rm 
& Sn font négatives, parceque AP (x) croiflant, ? M (y) 
& PAN (#) diminuent. Cela pofé , on prendra la différen- 
ce de l’équation donnée, dans laquelle on mettra à la place 
de dr, ds, du , dx leurs valeurs 4dx , — xdy, — T ° +7; 
ce qui donnera une nouvelle pre qui exprimera le 
rapport cherché de dy à dx, ou de MPà PT. 


ExEMPLE  Ïd. 


3 8.Ç è - | ï 

El OIT S+244—=1+#%, Onaura en prenant les dif- 
férences ds + 2xd2 — di + ndx + xdu , & mettant à la pla- 
ce de ds, dt , dx, du leurs valeurs , on trouvera — xd — ES 


al axdx > À 1 . TN | savrt Harbx 
= 24 dx — O a EE nn 
| —,d ùlontire PT (= EE 





DES INFINIMENT PETITS. Z. Part. 3$ 
ExEMmMPLE Il. 


39. Soi s—=+, donc ds—dt, c'eft à dire—xdy 

— sd x; & partant PT (7 )=—7% Or comme cette 
+ LS, CRÉAS: , té: 

quantité eft négative, il s'enfuit * que l’on doit prendre 

* le point T du côté oppofé au point À origine des x. Si 

l'on fuppofe que la ligne Æ © foit une hyperbole qui ait 

pour afymptotes les droites 4C, ÆE, enforte que GQ(x) 


y & que la ligne BND foit une droite parallele à 


A B, de maniere que ?N (4) foit par tout égale à la droite 
donnée c; il eft clairque la courbe Z 47 a pour afymptote 


la droite 4 B, & que fa foutangente PT (—=)=—<: 
c’eft à dire qu'elle demeure partout la même. 
La courbe ZM eft appellée dans ce cas Zogarithmique, 


ProProsiTIonN XIII. 
Problème, 


40.4 O1ENT deux lignes quelconques BN, F Q qui ayent 
pour axe la mème droite BA , fur laquelle foient marques 
deux points fixes À , E ; foit une troifième ligne courbe 1, M 
telle qu'ayant mené par un de fes points quelconques Ma droite 
AN, décrit du centre À l'arc decercl MG, étiré GQ pa- 
ralleleà EF perpendiculaire [ur A B ; la relation des efpaces 
EGQF(s), AN Bt), des droites A M 04 À G(y}, 
AN(z),GQ(u), foit exprimée parune équation quelcon- 
que. Ilfaut mener d'un point donné M fur la courbe L M /« 
tangente M T. 


Après avoir mené la droite 47 H perpendiculaire fur 
AMN , foit imaginé uneautre droite Æw# infiniment EN 
che de ZMN , un autre arc mg, uneautre perpendiculaire 
gg, & décrit ducentre Ale petit arc NS : on nommera les 
foutangentes données 4H, 4; GK,b; & on aura R# ou 
Ca—dy, Sn—dx, les triangles femblables H4 pe & NSn, 

1] 


* Art. 10. 


Fig, 27. 





rm = — 2 —— —— - —— —— 
———— Et à LEZ . e— 


| 
| | 
el 


— 
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KGQ &.90q,donneront auf SN— es Og=— du = Le 


ré 
GOag= — ds —udy, ANn où 4 Nx=NS——dt—21 
adz On mettra toutes ces valeurs dans la différence de 
l'équation donnée, & l'on en formera une nouvelle, d'où 
lon tirera une valeur de d xen dy. Or à caufe des fééteurs 


& des triangles femblables 4N & AMR,mRM & MAT, 
on trouve AN(zx). AM (y):: NS (MR €: 


LL 
4 avyat : 
EtmR(d).RM(22;:A4M (y) AT= SE Si 


donc l’on met dans cette formule à la place de dx fa va- 
leur endy, les différences fe détruiront, & la valeur de 
la foutangente cherchée 47 fera exprimée en termes €n- 
tiérement connus. Ce qu'il falloit trouver. 


ExEMPLE I. 


41 ir Hy—5=2x—1, dont la différence eft # dy 
+ydu—ds=2xdx— dt ,ce qui donne (après la fubfti- 


"4 J Cd 


tution faite ) dz == / ; & en mettant cette Va- 


n EVUT JE 3 
LR T. mi 


As di __ 4abu J— 28 4 9) 
leur dans 7, on trouve 47 — TT MT TES J 


ExEemMPpLe Il. 


42, IT$—021?, donc ds —=2 dt, c'eft à dire—zdy 
= —4A4%, OU dx" ; & partant 4 7 (Le 2 

Si la ligne 8 N eft un cercle qui ait pour centre le point 
A ,& pour rayon la droite AB—AN=—s, &t que F 4 _foit 
une hyperbole telle que & Q(x)=— ff ; il eft clair que 
la courbe ZM fait une infinité de retours autour du cen- 
tre À avant re d'y parvenir (puifque l'efpace F EG Q_ 
devient infini lorfque le point G tombe en 4),& que 47 
—#. D'où l'on voit que la raifon de 4 M à À T eftconf- 
tante ; & partant que l'angle 4 M T'eft par tout le même. 

La courbe Z M eftappellée en ce cas Logarithmique 
fpirale. 
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PROPOSITION XIV. 
Probléme. : 


438 OIENT/#run même plan deux courbes quelconques 
AMD, BMC gui fe touchent en un point M, € foit fur le 
plan de la courbe BMC unpoint fixe L. Si l’on conçoit 4 pre- 
fent que la courbe BMC roule fur la courbe AMD en s'y appli- 
quant continuellement en forte que les parties revolues AM; 
B M /cient toujours égales entr elles ; il ef vifible que le plan 
BMC emportant le point L, cepoint décrira dans ce mouve. 
ment une efpece de roulette ILK. Cela pofé, je dis que ff l'on 
mene dans chaque différente pofition de la courbe BMC( du 
point décrivant Lau point touchant M) la droite LM ; clle 
fera perpendiculaire à la courbe LXK. 

Car imaginant fur les deux courbes AMD, BMC deux 
parties M m, Mm égales entrelles & infiniment petites, 
on les pourra confidérer * comme deux petites droites qui 
font au point A un angle infiniment petit. Or afin que le 
petit côté Mm de la courbe ou poligone BMC tombe fur le 
petit côté. Mm du poligone MD ,il faut que le point Z 
décrive autour du pointtouchant 47 comme centre un petit 
arc L /. Il eft donc évident que ce petitarc fera partie de la 
courbe ZZK ; & par conféquent que la droite MZ, qui lui 
eft perpendiculaire, fera auffi perpendiculaire fur la courbe 
ILK au point L. Ce qu'il falloit prouver. 


PROPOSITION XV. 
Problème. 


44 O1T n angle reftiligne quelconque ML N, dont. les 
côtés LM , LN touchent deax courbes quelconques AM, BN. 
Si l’on fait gliffer ces cbtés autour de ces courbes, en forte 
qu'ils les touchent continuellement ; il eff clair que le fommet X, 
décrira dansce mouvement une courbe \LK.. Il eff queftion de 
mener une perpendiculaire LC fur cette courbe, la pofition de 
l'angle MLN étant donnée. | 


E 1 


F1G. 28. 


* Art. 3. 


F1G. 29. 
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Soit décrit un cercle qui pafle par le fommet Z, & par 
les points touchans A1, N5foit menée par le centre C de 
ce cercle la droite CZ :je dis qu'elle fera perpendiculaire à 
la courbe 7 ZK. | : 

Car confidérant les courbes ZM, BN comme des poli- 
gones d’une infinité de côtés tels que 4», Nn; il eft évi- 
dent que fi l'on fait gliffer les côtés ZA, Z N,, de l'angle rec- 
tiligne AZN, qu'on fuppofe demeurer toujours le même, 
autour des points fixes 47, W, (on confidére les tangen- 
tes ZM , ZN comme la continuation des petits côtés A4f, 
Ne) jufqu'à ce que le côté ZAMde l'angle tombe fur le pe- 
tit côté Mm= du poligone AM & l’autre côté Z AN fur le 
petit côté Wa du poligone BN ; le fommet Z décrira une 
petite partie Z / de l’arc de cercle 41 Z N, puifque par la 
conftruétion cet arc eft capable de l'angle donné Z MN. 
Cette petite partie Z / fera donc commune à la courbe 
IZK; & par conféquent la droiteC Z , qui luieft perpendi- 
culaire, fera auffi perpendiculaire fur cette courbe au point 
Z. Ce qu'il falloit démontrer. 


38 


PRoPoOosiTION XVI. 
Problème. | 


Fire. 30. 45 S O1T ABCD »ne corde parfaitement flexible à laquel. 
le Joient attachés différens poids À, B, C, éc. qui ayent 
entr'eux tels intervales A B, BC, érc. que l'on voudra. Si 
l'on traine cette corde [ur un plan horixontal par l'extrémiteD, 
le long d'une courbedonnée DP ; il ef clair que ces poids fe dif- 
poferont en forte qu'ils feront tendre la corde, & qu'ils décri- 
ront enfuite des courbes AM , BN, CO, exc. On demande la 
maniere d'en tirer les tangentes , la pofition de lacorde ABCD 


” | 


étant donnée avec la grandeur des poids. 


Dans le-premier inftant que l'extrémité D avance vers 
P , les poids 4, 8, C, décrivent outendent à décrire autant 
de petits côtés 44, Bb, Ce des poligones qui compofent les 
courbes AM, BN, CO ;& par conféquent il ne faut pour 
en mener les rangentes 4B, BG, CK, que déterminer là 
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direction des poids 4, B,C dans ce premier inftant, c’eft 
à dire la pofition des droites qu'ils tendent à décrire. Pour 
latrouver, je remarque 

1°, Que le poids Æ eft tiré dans ce premier inftant fui- 
vant la direétion 4 B, &'commeiln'y a aucun obftacle qui 
s’oppofe à cette direétion, puifqu'il ne traîne après lui au- 
cun poids, 1l la doit fuivre; & partant la droite 4 B fera 
la tangente en 4 de a courbe 4 4. 

29, Que le poids Z eft tiré fuivant [a direétion BC ; mais 
parcequ'il traine après lui le poids 4 qui n'eft pas dans cette 
direétion , & qui doit par conféquent y apporter quelque 
changement, le poids 3 n'aura pas fa direction fuivant8C, 
mais fuivant une autre droite BG, dont il faut trouver la 
pofition. Ce que Je fais ainii. 

Je décris fur BC comme diagonale le réétangle EF, 
dont le côté 8 F eft fur 4 B prolongée , & fuppofant que 
la force avec laquelle le poids Z eft tiré fuivant 2C , s'ax- 
prime par 8 C; il eft vifible par les regles de la Mécani- 
que, que cette force BC fe peut partager en deux autres 
BE & BF, c'eft à dire quele poids Z étant tiré fuivant la 
direétion 8 Cpar la force BC, c'eft la même chofe que 
s'il étoit tiré en même temps parla force BE fuivant la di- 
reétion BE, & par la force BF füuivant la direction B F. 
Or le poids 4 ne s’oppofe point à la direétion BE , puif- 
qu'elle lui eft perpendiculaire ; & par conféquent la for- 
ce BE fuivant cette direétion demeure toute entiere : mais 
il s'oppofe avec toute fa pefanteur à la direction 3F. Afin 
donc que le poids Bavec la force B F vainque la réfiftance 
du poids 4, il faut que cette force fe difiribue dans ces 
poids à proportion de leurs maffes ou grandeurs : c’eft 
pourquoi fi l’on divife EC au point G, en forte que CG 
foit à GE comme le poids 4 aù poids B; il eft clair que 
E G exprimera la force reftante avec laquelle le poids 2 
tend à fe mouvoir fuivant la direétion BF, après avoir 
vaincu la réfiftance du poids 4. Il eft donc évident que 
le poids Z efttiré en même temps par la force BE fuivant 
la dire&ion BE, & par la force £ G fuivant la direétion 
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BFou EC ; & partant qu'il tendra à aller pat BG avec la 
force BG : c’eft à dire que 8G fera fa direction, & par con- 
féquent tangente en Z de la courbe 8 N. 

3°, Pour avoir la tangente CK, je forme fur CD comme 
diagonale le réétangle Æ 1, dont le côté CZ eft fur 8 C 
prolongée ; & je vois 2e le as B ne réfifte point à la 
force CH avec laquelle le poids Ceft tiré fuivant la direc- 
tion C H, mais bien à la force C Z avec laquelle il eft tiré 
fuivant la direétion C Z, & de plus que le poids Æ rélifte 
aufli à cette force. Pour fçavoir de combien, je tire 4Z 
perpendiculaire fur C 8 prolongée du côté de B, & je re- 
marque que fi 4 B exprime la force avec laquelle le poids 
A eft tiré fuivant la direétion 48, 8 Z exprimera celle avec 
laquelle ce même poids 4 eft tiré fuivant la direétion 8C; de 
forte que le poids € avec la force CZ doit vaincre le poids 
entier 8, & de plus une partie du poids 4 qui eft à ce poids 


Acomme2 Zeftà B 4, ou BFà BC. Si donc l'on fait 


B + AXBE C::DK.KH, il eft clair que CK fera la 


D Les 
direétion du poids CC, & par conféquent la tangente en C 
de la troifiéme courbe CO. NE. 

S1 le nombre des courbes étoit plus grand , on trouve- 
toit dela même maniére la tangente de la quatriéme, cin- 
quiéme, &c. Et fi l'on vouloit avoir les tangentes des 
courbes décrites par les points moyens entre les poids, on 
les trouveroit par l'art. 36. 





SECTION 
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SECTION Jil. 


Ufage du calcul des différences pour trouver les plus 
grandes © les moindres appli quées , où fe réduifent 
les queffions De maximis & minimis. 


DEFINITION I. 


Our une ligne courbe MD M dont les appliquées PAF, 
S ED, PM foient paralleles entr'elles, & qui foit telle 
que la coupée 4 P croiffant continuellement , l'appliquée 
PM croifle aufli jufqu'à un certain point E, après lequel 
elle diminue; ou au contraire qu'elle diminue jufqu'à un 
certainpoint £ , après lequel elle croifle. Cela poié, 

Laligne ED fera nommée l4 plus grande où la moindre 
appliquée. | 

| DE'FINITION II. 


Si lon propofe une quantité telle que PM, qui foit 
compofée d’une ou de plufieurs indéterminées telles que 
AP , laquelle 4? croiffant continuellement, cette quan- 
tité PM croifle auffi jufqu'à un certain point E, après le- 
quel elle diminue, ou au contraire; & qu'il faille trouver 
pour AP, une valeur 4E telle que la quantité ED qui en 
eft compofée, foit plus grande ou moindre ra toute au- 
tre quantité P M femblablement formée de 4 ?. Cela 
s'appelle une queftion De maximis € minimis. 


PROPOSITION GE’NE/RALE. 


46.1, a nature de la ligne courbe M D M étant donnée ; 
srouver pour AP une valeur AE telle que l'appliquée ED foit 
La plus grande ou la moindre de [es femblables PM. 


Lorfque 4P croiffant, ? M croît aufli, ileft évident * que 
fa différence Rw fera pofitive par rapport à celle de 4P ; & 


qu’au contraire lorfque PM diminue, la coupée 4P croif- 


Fic. 3x, 
37: 
33- 
34 


* Art, S, 
LO: 
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fant toujours , fa différence fera négative. Or toute quan- 
tité qui croît ou diminue continuellement, ne peut deve- 
nir de pofitive négative , qu'elle ne pañle par l'infini ou 
par le zero; fçavoir par le zero lorfqu'elle va d’abord en 
diminuant, & par l'infini lorfqu'elle va d’abord en aug- 
mentant. D'où il fuit que la différence d’une quantité qui 
exprime un plus grand ou un moindre, doit être egale à zero 
ou à l'infini. Or la nature de la courbe MD étant don- 
* Si, 1. née, on trouvera * une valeur de Rm, laquelle étant ega- 
0H 2. lée d’abord à zero , & enfuite à l'infini, fervira à décou- 
vrir la valeur cherchée de AE dans l’une ou l’autre de ces 


fuppofitions. 
REMARQUE. 


Fic.31.32, 47 L A tangente en D eft parallele à l'axe 4 3 lorfque 
la diflérence de R m devient nulle dans cepoint; mais lorf- 

Fic.33.34. qu’elle devient infinie, la tangente fe confond avec l’ap- 
pliquée £ D. D'où l'on voit que la raifon de 2R à RM, qui 
exprime celle de l’appliquée à la foutangente, eft nulle ou 
infinie fous le point D. 

On conçoit aifément qu’une quantité, qui diminue con- 
tinuellement, ne peut devenir de pofitive négative fans 
pafler par le zero; maison ne voit pas avec la même évi- 
dence qué lorfau’elle augmente, elle doive pañler par l'in- 
fini. C’eft pourquoi pour aider l'imagination, foient en- 

FiG.31.32. tendues des tangentes aux points AM, D ,44; ileft clair dans 
les courbes où la tangente en D eft parallele à l'axe 42, 
que la foutangente ? T' augmente continuellement à me- 

fure ap les points A1, P , approchent des points D, E ; &c 

que le point 47 tombant en D, elle devient infinie ; & 
qu'enfin lorfque 4? furpañle 4E , la foutangente P7' de- 

* Art. 10. vient * négative de pofitive qu'elle éroit, ou au contraire. 


ExEmMPLE 


Le 1 48 SEE 0 Son deu rte 2e AP PRES 


A B=—a) exprime la nature de la courbe AD. On aura 
en prenant les différences 3xxdx + 3yydy =axdy+ aydx, 
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- aude —a sv 


= = 0 lorfque le point P tombe fur le 
point cherché E , d'oùjl'on tirey — = & fubftituant cet- 


re valeurà la place de y dans l’équation x°+y=—2xy, on 
trouve pour AE une valeur x=—%4ÿ2 telle que lappli- 
quée ED fera plus grande que toutes fes femblables P AM. 





5 


| ExEMPLE Il. 

NS A AUS 2 
49.SO01Ty—a—43x a —x 5 , l'équation qui expri- Fic. 33: 
me la nature de la courbe ADM. On aura en prenant les 


24xV a dis 
—— que j'égale d'abord à zero; 





1 = 
+ 


A——X 
mais parce que cette füppofition me donne — 2 dxÿa— 0 
qui ne peut faire connoître la valeur de 4E , j'égale enfuite 


différences, dy == 


——— à l'infini, ce qui me donne 34/2— x = ; d'où l'on 
Va — x | 


tire x— 4, qui eft la valeur cherchée de 42. 
ExEempPLE II. 


so. orr une demie roulette accourcie AMF, dont la F1@.36. 
bafe BF eft moindre que la demi-circonférence ÆNB du 

cercle générateur qui a pour centge le point C. Il faut dé- 
terminer le point E fur le diametre 43, en forte que l'ap- 

pliquée ED foit laplus grande qu'ileft poffible. 

Ayant mené à difcretion l'appliquée 2 A£ qui coupe le 
demi-cercle en W , on 'concevra à l'ordinaire aux points 
M, N, les petitstriangles AR», NSn, &c nommant les in- 
déterminées A? , x:PN, 2; l'arc AN, # ; & les données 
ANB,4a;BF,6;CAouCN,c;lonaurapar la propriété 
de la roulette ANB(a).B F(b):: AN(2). NM == 
Donc PM —=2x+ = , & fa différence Rm— LT — 4 
lorfque le point ? tombe au point cherché E. Or les trian- 
gles réétangles Nsn, NPC font femblables ; car fi l’on ôte 
des angles droits CN, PNS l'angle commun CNS, les 
reftes S Nr, P.N Cferont égaux. EtpartantC N (c).CP 


Fi 








F1G. 35. 


Fic. 37: 
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— HU 


{e—x)::Nn(du).Sn(dx) te —, Donc en met- 
tant cette valeur à la place de dx dans adx+bdn—0, 
acdu — axdu + bcdu 
6 

à be 

eftence cas AE) C + = 
Ii eft donc évident que fi l'on prend CE du côté de B 
quatriéme proportionnelle à la demi-circonférence AN 3, 
à la bafe BF, & au rayon CB, le point E fera celui quon 
cherche. | 


on trouvera — 0, d'où lon tirera x ( qui 


EXEMPLE ÎÏV. 


51 C OUPER la ligne donnée 4 Bxen un point E, en 
forte que le produit du quarré de l’une des parties ZE par 
l'autre EB, foit le plus grand de tous les autres produits 
formés dela même maniere. 

Ayant nommé l'inconnue 4E , x ; & la donnée 48, 4 ; 


on aura ZE x EB—axx —x}, qui doit être un plus grand. 
C’eft pourquoi on imaginera une ligne courbe ÆD4f, 
telle que la relation de l'appliquée 44P (y) à la coupée 


AXX — x à 


AP (x }foit exprimée par l'équation y=——,& on 
cherchera un point E tel que l'appliquée ED foit la plus 
grande de toutes fes femblables P M; ce qui donne dy 


== 2aRèE — LE — 0 , d'où lon tire AE (x) — +2. 
PE DE # [I 
Si l'on veut en général que x” x 4—x foitun pes grand 
(m & n peuvent marquer tels nombres qu'on voudra) , il 
faudra que la différence de ce produit foit égale à zero 
EE 





Pis À 


s 1°° # . Mess ] 
ou à l'infini, cequi donnemx dxxa—x —na—x 
". * Fm ] es] 
dx x xM=— 0, d’où en divifant par x  xz—x  dx,lon 





tirezm—mx—nx==0, à AE(x)=— ms, 4. 
Sim—2,8&n——1, lon aura À E = 24, & il faudra 
alors énoncer le Problème ainfi. | 
Prolonger laligne donnée 48 du côté de B enun point 
— 2 


. > AË » : 
E, en forte que la quantité 5£ foit 4n moindre , & non 
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DES INFINIMENT PETITS. Z. Part. 4$ 
pas un plus grand ; car l'équation à lätcourbe MDM fera 


==}; dans laquelle fi l’on fuppofe x =, l'appliquée 
PM qui devient BC fera =, c'eftàdireinfinie; & fuppo- 
fant xinfinie, lon auray=+, c’eft à dire que l'appliquée 
fera aufli infinie. 
Sim—1,8&n——2,lonaura 4E ——a;d'oùil fuit 
que l'on doit énoncer le Problême alors en cette forte. 
Prolonger la droite donnée 48 du côté de 4 en un 


= 1} 


À . s AEX AB sr: 
point E, en forte que la quantité TT foit plus gran- 
E. | 


re 
APx AB 
2 & 


=— 


de que toute autre quantité femblable 
| . Be 


EXEMPLE V. 


5 2. a ligne droite 4B étant divifée en trois parties 
AC,CF,FB, il faut couper fa partie du milieu CFau 
point E, en forte que le rapport du réétangle ÆE»* EB au 
réétangle CExEF foit moindre que tout autre rapport 
formé de la même maniére. 
Ayant nommé les données AC, a;CF,b; CB,c; & 
linconnue CE, x; l'on aura A E—ma+x, EB—i—x, 
EF—b—x, & partant lerapport de ÆAExEBàCEXxEF 


De he CE —— AE — 


fera =" qui doit être #7 moindre. C'eft pour- 


quoi fi l'on imagine une ligne courbe AD, telle que la 
relation de l’appliquée ? A4 (y) à la coupée CP (x) foit 
« / »/ . AAC == ACX — HAX —— AAX 
exprimée par l'équation = #2; — ; la quef- 
tion fe réduit à trouver pour x une valeur CE telle que 
Vappliquée ED foit la moindre de toutes fes femblables 
PM. On formera donc (en prenant les différences, & di- 
vifant enfuite par «dx } l'égalité cxx — xx — bxx + 246% 
— abc 0, dont l’une des racines réfout la queftion. 
Sic—a+b,lonaurax=216 
ExEeMmMPLE VE 


53. K NTRE tous les Cones qui peuvent être infcrits 
" Fu} 


FrG. 38. 


FiG. 39. 
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a ANALYSE 
dans une fphére déterminer celui qui a la plus grande fur: 
face convexe. | | 

La queftion fe réduit à déterminer fur le diametre 4 B 
du demi-cercle 4 F 2 le point Æ, en forte qu'ayant mené 
la perpendiculaire EF , & joint 4F , lereétangle 4Fx FE 
{oit le plus grand de tous fes femblables 4NxNP?. Carfi 
l’on conçoit que le demi-cercle 4FZ fafle une révolution 
entiére autour du diametre 48, il eft clair qu'il décrira 
une fphére, & que les triangles réétangles AEF , APN 
décriront des cones infcrits dans cette fphére, dont les 
furfaces convexes décrites par lescordes AE, AN , feront 
entr'elles commelesréétangles 4AFx FE, ANx NP. 

Soit donc-l’inconnue 4E = x, la donnée 4B=— 4, on 
aura par la proprieté du cercle 4F— Vax, EF—Vax—xx; 
& partant 4AFx FE —=Vaaxx — ax° qui doit être un plus 
grand. C'eft pourquoi on imaginera une ligne courbe MD M 
telle que la relation de l’appliquée ? M (y) à la coupée 


AP (x) foit exprimée par l'équation HAITE RTE — y; & 
l’on cherchera le point E, en forte que l’appliquée ED foit 
plus grande que toutesfes femblables ? 4. On aura donc 
en prenant la différence 5 


2Vaañx — ax) 
AE(x)=?4. | 
ExEMPLE VIL 
5 40 N demande entre tous les Parallélépipedes égaux 


à un cube donné 4°, & qui ont pourun de leurs côtés la 


0, doùlontire 


_ droite donnée 4, celui qui a la moindre fuperficie. 


Nommant x un des deux côtés que l’on cherche, l'au- 
tre fera = ; & prenant les plans alternatifs des trois côtés 
B, x, a du parallélépipede , leur fomme feavoir & x + _ 
+ Le fera la moitié de fa fuperficie qui doit être #n main- 
dre. C'eft pourquoi concevant à l'ordinaire une ligne 

# À 


b s'l , . En. 9,5 ha l 
courbe qui ait pour équation + # —# -=ÿ,lontrou- 


* 
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“ bdx aad \ 
vera en prenant la différence —=#=o, d’où lon 
= 1 


tirexx—", & x —vT ; de forte que les trois côtés du 
parallélépipede qui fatisfait à la queftion , feront le pre- 
mier 4, le fecond V=- , & le troifiéme V—-. D'où l’on voit 


que les deux côtés que l’on cherchoit, font égaux en- 
tr'eux. | 


ExEMPLE VIlIl. 


55 O N demande préfentemententre tous les Parallé- 
lépipedes qui font égaux à un cube donné, celui qui a 
la moindre fuperficie. FA | 
Nommant + un des côtés inconnus, il eft clair par l'e- 
xemple précédent, que les deux autres côtés feront cha- 


cun V=— ; & partant la fomme des plans alternatifs qui 


Apr à 3 ‘ 2 
eft la moitié de la fuperficie , fera — -+ 2V4 x qui doitétre 
F . ] 1° / ñn4x a3dx 
47 Heure C eft pourquoi fà différence — + 
—0, d'où l'ontire x=—#4; & par conféquent les deux 
autres côtés feront aufli chacun =; de forte que le cube 
même donné fatisfait à la queftion. 





EXEMPLE. IX. 


* 


5 6]. A ligne 4 E B étant donnée de pofition fur un plan 
avec deux points fixes C, F; & ayant mené à un de fes 
points quelconques ? deux droites C ? (4), P F(x); foie 
donnée une quantité compofée de ces indéterminées # 
& x, & de telles autres droites données 7, 4, &c. quon 
voudra. On demande qu'elle doit être la pofition des droi- 
tes CE, EF, afin quela quantité donnée, qui en eft com- 
pofée , foit plus grande ou moindre que cette même quan- 
tité lorfqu'elle eft compofée des droites C? , PF. 


Suppofons que les lignes CE, EF ayent la pofition re- 


quife ; & ayant joint CF, concevonsuneligne courbe DM 
telle qu'ayant mené à difcrétion PQ M perpendiculaire fur 
CF, l'appliquée QA1exprime la quantité donnée: il eft clair 


Fi. 417, 


FiG. 41, 
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que le point 2 tombant au point E, l'appliquée © M qui 
devient OD, doit être la moindre ou la plus grande de tou- 
tes fes femblables. Il faudra donc que fa différence foit 
alors égale à zero ou à l'infini: c'eft pourquoi fi la quan- 
tité donnée eft par exemple 44 + «x, l'on aura ædu + 22dx 
= 0 , & par conféquent du.—dz:: 27%. 4. D'où l'on voit 
déja que dx doit être négative par rapport à d4; ceft à 
dire que la pofition des droites CE, EF doit être telle que 
z croiflant, x diminue. 

Maintenant fi l’on mene E G perpendiculaire à la ligne 
AEB , & d’un de fes points quelconques G les perpendicu- 
laires GZ, GZ{urCE, EF; & qu'ayant tiré par le pointe 
pris infiniment de E, les droites CKe,FeH, on décrive 
des centres C, F les petits arcs de cercle EK, EH :on for- 
mera les triangles réètangles ELG & EKe, EIG & EHe, 

ui feront femblables entr'eux ; car fi l'on ôte des angles 
droits G£Ee,ZEKle mêmeangle ZEe, les reftes ZEG , KEe 
feront égaux; on prouvera de même que les angles ZEG, 
H Er feront égaux. On aura donc GZ.G7::Ke(du).He 
(— dx ):: 22. a. D'où il fuit que la pofition des droites CE, 
EF doit être telle qu'ayant mené la perpendiculaire EG für 
la ligne 4E 8 ; le finusGZ de l’angle GEC foit au finus GZ 
de l'angle GEF , comme les quantités qui multiplient dx 
font à celles qui multiplient d 4. Ce qu'il falloit trouver. 


COROLLAIRE. 


5 7: S: l’on veut à préfent que la droite CE foit don- 
née de pofition & de grandeur, pe la droite EF le foit de 
grandeur feulement, & qu'il faille trouver fa pofition, 1l 
eft clair que l'angle G £ C étant donné, fon finus GL le fera 
aufli, & par conféquent le finus GZ de l'angle cherché 
GEF, Donc fil’on décrit un cercle du diametre EG, & que 
l’on porte la valeur de GZ fur fa circonférence de G en 7; 
la droite EF qui pafle par le point Z aura la pofition re- 
quife. 

Soit 44+bx la quantité donnée ; on trouvera G Z = 


xd ai ù l j 1 lonoue ’on don 
—— ; d'où l'on voit que quelque gyeur qu'on = 


pe 
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ne à EC & à EF, la polition de cette derniere fera tou- 
jours la même, puifqu'elles n'entrent point dans la valeur 
de G1, qui par conféquent ne change point. Si 4, il 
eft clairquela polition de EF doit être fur CE prolongée 
du côté de E ; puifque GZ —GJ, lorfque les points C, F 
tombent de part & d'autre de la ligne ÆEB : mais lorf 
qu'ils tombent du même côté, l'angle FEG doit être pris 
égal à l'angle CEG. 


EXEMPLE X. 


5 8. cercle AE B étant donné de pofition avec les 
points C’, Fhors de ce cercle; trouver fur fa circonféren- 
ce le point E tel que la fomme des droites CE, EFfoitla 
moindre qu'il eft poflible. | 
Suppofant que le point E foit celui que l’on cherche ; 
& menant par le centre O la ligne OEG, il eft clair qu’elle 
fera perpendiculaire fur la circonférence Æ4EB ; & partant 
* que les angles FEG,CEG feront égaux entreux. Si donc 
l'on mene EH en forte que l'angle EHO foit égal à l’an- 
gle CEO , & demême EK én forte que l'angle EKO foit 
égal à l'angle F£O, & les paralleles ED , EZà OF, OC; 
on formera les triangles femblables OCE & OEH, OFE& 
OEK, HDE & KLE ; & en nommant les connues OE ou OA 
ouOB,4;0C,b;OF ,c;& les inconnues OD ouZE, x; 


DEouOZ, y; l’on aura OH =, OK—=—, & HD 
(x—*").D E (3 }vtes K L(y—"—).Z E(x). Donc 
XX — = = y} — 7, qui eft une équation à une hyper- 
bole que l’on conftruira facilement, & qui coupera le cer- 
cle au point cherché £. | | 
ExEemMpPLE XI 


5 9.U N voyageur partant du'lieu © pour aller au lieu 
F, doit traverfer deux campagnes féparées par la ligne 
droite 4E B. On fuppofe qu'il parcourt dans la campagne 
du côté C l’efpace # dans le temps s, & dans l'autre du 


Fic. 42: 


Fi. 42 


* Art, ST. 


FiG, 43. 
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côté de F l’efpace à dans le même tems c : on demande 
par quel point E de la droite 4EB il doit pañler , afin qu'il 
employe le moins de tems qu’il eft poflible pour parve- 
nir de Cen F. Si l'on fait #. CE(z)::c. =. Eté. EF 
(x)::6. “. J1 eft clair que — exprime le temps que le 
voyageur employe à parcourir la droite CE, & de même 
que _ exprime celui qu'il employe à parcourir EF; de 
forte que “ ++ doit être un moindre. D'où il füit 
* qu'ayant mené E G perpendiculaire far la ligne 43; le 
finus de l'angle. G EC doit être au finus de l'angle GEF, 
commezeftàé. | 

Cela pofé, filon décrit du point cherché E comme cen- 
tre de l'intervalle EC le cercle CGH, & qu'on mene fur la 
droite AEB les perpendiculaires CA,HD,FB,& {ur CE, 
EFles perpendiculaires GZ, GI; l'on aura «. b::GZ.GJI. 
OrGL— AE, & CI=ED, parce quelestriangles réétan- 
gles GEZ& ECA, GEI & EHD font égaux & femblables 
entreux, comme il eft facile à prouver. C’eft pourquoi fi 
l'on nomme l’inconnue ÆE, x; on trouvera ED — 2 : à 


nommant les connues 48, fs AC,g;BF,b; les tgiangles 
femblables EBF,EDH donneront EB(f—x).BF (b)::ED 


| =). DH= -#—. Mais à caufe des triangles réétangles 


aj — 4% 





EDH,EAC, qui ont leurs hypothenufes EH, EC égales, l'on 


TE 2 __—— : 
aura ED+ DH—=E A+ AC, c'eft à direen termes ana- 
Li bbxx bbhhxx | | 
= —— rer - À 
lytiques , > + nas #08: De forte que 
ôtant les fra@tions , & ordonnant enfuite l'égalité, 1l vien- 
dracaxt — 2aafx° + aaffxx — 2aafggx + aaffig = 0. 
— bb + 166f + 44agg + 
ee — Gbff 
— bbhh 
On peut encore trouver cette équation de la maniére qui 
fuit, fans avoir recours à l'éxemple 9. = | | 
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+ Ayant nommé comme auparavant les connues 48, f3 
AC,g; BF, h3 & l'inconnue ZE, x ;onferaz.CE 


(Vag +xx):: c. THE — au tems que le voyageur 
employe à parcourir la droite CE. Et de même 6#.EF 


(VIF = 2fx +xx + bb): 6, TEEFEZRE au 


tems que le voyageur employe à parcourir la droite EF. 
j , , er EE 4 | ie b 1 
Ce qui fera TETE A Pur us +) un moine 


ctdx cx dx —- cfdx 
BV Lg 4 4x sis bVf}— 2fs + 2x bb 
— 0 ; d'où l'ontire, en divifant par cdx & en Gtant les in« 
commenfurables, la même égalité que ci-devant , dont 
+ des racines fournira pour 4E la valeur qu'on cher- 
che. | CAPE | 


ExEnmPLE XII. 


dre: & partant fa différence 





6OS o1r une poulie F qui pend librement au bout 
d'une corde CF attachée en C, avec un plomb D fuf- 
pendu par {a corde DFB qui pañle au deflus de la poulie 
F, & qui eft attachée en B , en forte que les points C, 3 
{ont fitués dans la même a horizontale CB. On fup- 
pofe que la poulie & les cordes n'ayent aucune pefanteur ; 
& l’on demandeen quel endroitle plomb D ou la poulie 
Fdoit s'arrêter. | | 

Il eft clair. par les principes de la Mécanique que dé 
plomb D defcendra le plus bas qu'il lui fera oofible. au 
deffous de l’horizontale C 33 d'où il fuit que la ligne À 
plomb DFE doit être un plus grand. C’eft pourquoi nom- 
mant les données CF, 4,DFB,6b;CB,c;& l'inconnue 
CE, x; l'on aura EF—Vaa — xx, FB—=Vaa+cc…20x , 
&DFE-b—Vaaric—20x HVaa— «x qui doit être 
un plus grand ; &t partant fa différence PPT PERS EP 1 


= — 
onu Ge LL X Pa—xx 





0, d'où lontire 26k}— accxx— gank et 4atc = 0 Bt 


Gi 


F1G, 44e 
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divifant par x—c,ilvient 2cxx— aux — aat=0o, dont 

l'une desracines fournit. pour C E une valeur telle que la 

perpendiculaire ED pañle par la poulie F & le plomb D 

lorfqu'ils font enrepos. | 
On pourroit encore réfoudre cette queftion d’une autre 

maniére que VOICI. | RON 

Nommant EF,y5BF,x; l'on aura b—7—à un 
plus grand, & partant dy— dx, Or il-eft clair que la poulie 
Fdécrit le cercle CF Æ autour du point € comme centre ; 
& partant fi du point f pris infiniment Le de F , l'on 
mene fR parallele à C8, &fS perpendiculaire fur 8F, l'on 
aura FR = dy, & F$—dxr. Elles feront donc égales en- 
ir'elless & par:conféquent les petits triangles! ré@angles 
FRf, FSf, qui ont de plus l'hypotenufe Ff commune, 
feront. égaux & femblables ; d'où l'on voit que l'angle 
RFfeft égal à l'angle SFf, c’eft-à-dire que le point F doit 
étretellement fitué dans la circonférence F A, que les an- 
gles faits par les droites EF, FB fur les tangentes en F 
foient égaux entr'eux : ou bien(ce qui revient au même) 
que les angles BFC, DFC foient égaux. 

Cela pofé, fi l'on mene FAT, en forte que l'angle FHC 
foit égal àl'angleCFBouCFD;les triangles CBF, CFHferont 
femblables;jcomme auffilestriangles réctangles ECF,EF H, 
puifque l'angle CFE eft égal àl’angle FHE, étant l’un & l’au- 
tre le complément à deux droits, des angles égaux FAC, 
CFD ; & par conféquent on aura CH= “*, & HE (x — —). 


. “ Ù € 
EF(J)::EF(y).EC(x). Donc XX — — —=YY= 44 
— xx par là proprieté du cercle, d’où l’on tire la même 
égalité que ci-devant. | A 
ai D ExEemMPLE XIIL 
| FiG. 45. 81.T ©; | RS 

| #61 L': LE V A TION; dupole étant donnée; trouver le 
jour du plus petit crépufcule. sh ET ats Et 

Soit C le centre de la fphére ; 4P7OBH Q le méridien; 

H Da l'horifon ;,2EeT' le cercle crépufculaire: parallele 


Le + 
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à l’horifon; AMNB l'équateur; FEDG la portion du. = 
rallele à l'équateur , que décrit le Soleil le jour du 2 
petit crépufcule , renfermée entre les plans de: lhorifon 
& du cercle crépufculaire; ? le pole auftral; PEM, PDN 
des quarts de cercles de déclinaifon. L’arc 4 Q ouOT du 


méridien compris entre l’horifon & le. cercle crépufcu- 


laire, & l'arc OZ de l’élevation du pole font donnés ; & 

ar conféquent leurs.finus droits CZouFZ ou O0. 4,8. OF. 
L'on cherche le finus CX de l’arc.E41 ou DA de la décli- 
naifon du Soleil lorfqu'il décrit le parallele £ D. | 

S’imaginant une autre portion. fedg d’un-parallele à lé- 
quateur , infiniment proche de ÆEDG , avec les quarts, de 
cercles ?em, Pdn;ileft.clair.que le.temps.que le Soleil 
employe à parcourir l'arc ED., devant êtreun mosndre, la 
différence de l'arc AN qui.eneft la mefure, & qui de- 
vient 2 lorfque ED) devient ed, doit être nulle ; d'où.il 
fuit que les petitsarcs Mm, N'n, & par conféquent les pe- 
tits arcs Re, Sd, feront égaux entr'eux. Or les arcs RE, SD 
étant renfermés entre les mêmes paralleles ED , ed , font 
auffi égaux, & les angles en S & en R font droits. Donc les 
petits triangles réttangles ERe, DSd (que l'on confidére 
comme réctilignes * à caufe..de l'infinie petitefle de leurs 
côtés), feront égaux & femblables;-& par: conféquent les 
hypotenufes Ee , Dd feront auffi égales entr’elles. 

Cela pofé, les droites DG, EF, dg , ef commune fec- 
tions des plans FBDG , fedg paralleles à l'équateur, avec 
l'horizon & le cercle NE LE tEront perpendiculaires 
fur les diametres HO ,OT ;. puifque les plans de tous ces 
cercles feront perpendiculaires chacun fur le plan du méri- 
dien; & les petites droites Gz, Ff feront Fr, 5 entrelles, 


= 


puifque les droites FG,fz font paralleles. Donc V Dd —Gg 





ou DG— de = Ee—Ff oufe— FE. Orilef clair 

par ce que l’on a démontré dans l'article so. que fi l'on 

mene à difcrétion dans un demi-cercle deux appliquées 

infiniment proches, le petit arc qu'elles renferment, fera 
Gi 


* Art. 3. 








Œ . 6% rà À ANT À EL YTSTE 
à leur différence , comme le rayon eft à la coupée depuis 
le centre, ce qui donne ici ( à caufe des cercles HDO, 
QET)CO.CG::Ddou Ec.DG—dgoufe—FE::1Q. 
IF::CO+1IQ9ouO0ÆX.CG + ZFou GL. Mais à caufe des 
triangles réétangles femblables CFO, CXG, FZG , l’on aura 
_CO.CG::07.GX. Ex GK.GZ::CK.FL ou QÆ. Donc 
OV.CK::0X. #Q;:XQ. Æ FH par la proprieté du cer- 
cle: c’eft àdire que fil'on prend QÆ pour le rayon ou fi- 
nus total dans le triangle ré&tangle Q 4H, dont l'angle 
HQX eftde 9 degrés, parceque les Aftronomes font l'are 
HO de 18 degrés, l’on aura comme le finustotal eft à la 
tangente de 9 degrés, de même le finus de l’élevation du 
TT au finus de la déclinaifon auftrale du Soleil dans 
e tems du plus petit crépufcule. D'où il fuit que fi l’on 
Ôte o. 8002875 du logarithme du finus de l'élevation du 
pole ; le refte fera le logarithme du finus cherché. Ce 
qu'il falloit trouver." ge 254l 
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SECTION IV. 
Ufage du calcul des différences pen trouver les points 
| ‘d’inflexion © de rebrouf$ement. 


NOMME lon fe fervira dans la fuite des différences 
V fecondes, troifiémes, &c. il eft néceffaire d'en don- 
ner une idée avant que d'aller plus loin 


DE FINITION I. 


La portion infiniment petite dont la différence d’une 
quantité variable augmente ou diminue continuellement , 
eft appellée la différence de La différence de cette quantité, 

_ou bien fà différence feconde. Ainfi fi l'on imagine unetroi- 
fiéme appliquée #9 infiniment proche de la feconde "p, 
& qu'on mene”S parallele à 48, & mH parallele à RS; 
on appellera F7 n la différence de la différence Rm, Ou bien 
la différence feconde de PM. AE Fa 
_ De même fi l’on imagine une quatriéme appliquée of 
infiniment proche de Îa troifiéme #7, & qu'on mene #7” 
paralleleà 428, &nZ parallele à S 7’; on appellera la dif- 
férence des petites droites Æ#, Lo, la différence de la dif- 
férence feconde , ou bien la différence troifiéme de PM. Et 
ainfi des autres. 2 il 

| AVERTISSEMENT. 


Onmarquera dans la fuite chaque différence par un nombre 
de d qui en exprime l'ordre eulegenre. Par éxemple on mar- 
quera par dd la différence feconde on du fecond genre ; par ddd, 
la différence troifiéème ou du troifiéme genre; par dddd , Le dif 
férence quatriéme ou du quatriéme genre , €" de mème des au- 
tres. Ainfi ddy exprimera Hhn ; dddy, Lo—Hn 04 Hn=—Lo; 
Quant aux puiflances de ces différentes, on les marquera par 
des chiffres poftérieursmis au deffus , comme l'on fait ordinai- 
rementcelles des grandeurs entières. Par éxemple, le quaærré, 


ou le cube de dy fera dy* , ou dy”; le querré, on le enbe de ddy 


Fic. 46. 
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fera ddÿ” , ou dy}; celui de dddy. férz dddy* , oz dddy: : 
celui de ddddy /ére ddddy*, oz ddddy?, ére. | 


COROLLAIRE I. , 


62.6 1 l'on nomme chacune des coupées AP? , Ap; Ag; 
Æf, x; chacune des appliquées ? A4, pm, gn, fo, y 5 & cha- 
Cune des portions courbes 4, 4m, An, Ao, 4 ; 1l eft clair 
que dx exprimera les différences Pp, p4, af des COUPÉES ; 
dy les différences Rm, Sn, To des appliquées ; & dz les dif 
férences Mm, mn, nodes portions d la courbe 4MD. Or 
afin de prendre, par éxemple, la différence feconde Hn 
de la variable ? M, il faut imaginer fur l’axe deux petites 
païties Pp,pq, &. fur la courbe deux autres Am, mn pour 


"E. 


avoir les deux différences km, Sn; & partant fi l’on fuppofe 
que les petites parties ?p,p7 foient égales entr'ellesil eft clair: 
que dx fera conftante par rapport à dy & à du,puifque ?p qui 
devient 7 demeuré la même pendant que À» qui devient 
Sn, & Mm qui dévientmn, varient. On pourroit fuppofer 
que les petites parties de la courbe Mm , mn feroient éga- 
les entr'elles, & alors dz feroit conftante par rapport à dx 
& à dy ; & enfin fi l'on fuppofoit que Km & Sr fuflent Ééga- 
les, dy feroit conftante par rapport à dx & à du, & fa dif. 
férence Hn{ddy) feroit nulle, * D RL 
De même pour prendre la différence troifiéme de P41; 
ou la différence de a différence feconde Hh , il faut ima- 
giner fur l'axe trois petites parties Pp, pq, 4f; fur la courbe 
troisautres AMm,mn , 10,5 & fur les appliquées auffi trois au- 
tres LR, Sn, 7'o, & alors.on aura dx ou d# ou dy pour conf. 
tante, flon qu'on fuppofera que les petites parties 29,99. 
gf, ou Mm ,mn,no, où Rm, Sn, T0 font égales entr’elles. Il en 
eft de même des différences quatriémes,, cinquiémes, &c. 
Fic. 47. .. Tout ceci fe doitaufli entendre des courbes AMD . dont 
les appliquées BM, Bm, Bn partent toutes d’un point fixe 8; 
car pouravoir, par éxemple, la différence feconde de BM, 
il faut imaginer deux autres appliquées 8, 8n qui faffent 
des angles 48m, mBninfiniment petits, & ayant décrit du 
çentre Z les petits ares de cercle MR ,mS ; RENE 
es 
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des petites droites Rm,Sn,{era la différence feconde de 8 f; 
& l’on pourra prendrepour conftants les petits arcs A£R, 
mS$ , ou les petites portionsde la courbe M», mn, ou enfin 
les petites droites Am, Sn. Il en va de même pour les diffé- 
rencestroifiémes, quatriémes , &c. de l'appliquée ZM. 


| REMARQUE. 
63() N doit bien remarquer, r°. Qu'il y a différens or- 


dres d'infiniment petits: que Am, par éxemple, eft infini- 
ment petite par rapport à PAL, & infiniment grande par 
rapport à A7; de même que l'efpace A? pm eft infiniment 
petit par rapport à l'efpace APM, & infiniment grand par 
rapport autriangle MR». 


29. Que la différence entiére Pfeft encore infiniment pe- 


tite par rapport à 4P; parceque toute quantité qui eft la 
fomme d'un nombre fini de quantités infiniment petites 
celles que ?p, pq, gf par rapport à une autre 4? , demeure 
toujours infiniment petite par rapport à cette même quan- 
cité : & qu'afin qu’elle devienne du même ordre, il faut que 
le nombre des quantités de l’ordre inferieur qui la com- 
pole, foit infini. 


CoROLLAIRE II. 


64), peut marquer en cette forte les différences fe- 
condes dans toutes les fuppofitions poflibles. 

1°, Dans les courbes où les appliquées 2R, #S font pa- 
ralleles entr'elles, on prolongera la petite droite M» en 
H où elle rencontre l’appliquée Sx ; & ayant décrit du cen- 
tre”, de l'intervalle ##,, l'arc #k , on tirera les petites 
droites n/, li, kcg paralleles à #8 & à Sn. Cela pofé, filon 
veut que dx foit conftante , c’eft à dire que AR foit égale 
àm S : il eft clair que le triangle # S H eft femblable & 
égal au triangle ARm , & qu'ainfi Hn eft ddy, c'eft à dire 
la différence de Rm & Sn , & Hk—ddu. Mais fi l’on fup- 
pofe que dz foit conftante, c’eft à dire que Am —mn 
ou àk; il eft évident alors que le triangle #g£ eft fem- 
blable & égal au triangle ARm, & qu'ainfi dns & 


F1G. 46. 


Fic. 48. 
49: 








FiG. 50. 
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Sg ou cn=dd x. Enfin fi l'on prend dy pour conitante, 
c'eft à diemR=n158, il s'enfuit que le triangle #17 eft 
égal & femblable au triangle 24Rm , & qu'ainfi iS ou #/ 
— ddx, & lk = ddu. 

29, Dansles courbes dont les appliquées 81,8", Bn par- 
tent d'un même pois B, l'on décrira du centre Z les arcs 
MR, mS, quelon regardera* comme de petites droites 
perpendiculaires fur 8m, in; & ayant prolongé MmenE, 
& décrit ducentre #, de l'intervallewm, le petit arc %RE, 
on fera l'angle EmH==mBn , & l'on rirera les petites droi- 
tes n/, li, kce paralleles à m5 & à Sn. Cela pofé, à caufe du 
triangle 2 $ mré&angle enS , l'angle BmS + mBn, où + 
EmH vaut un droit, & partant l'angle 8%E vaut un droit 
+ SmH;il vaut auffile droit MRm+RMm, puifquil eft 
externe au triangle R Mm. Donc l'angle S“H= RMm. 

Il fuit de ceci, 1°. Que fi l’on veut que dx foit conftante, 
c'eft à dire queles petits arcs AZR,"5 foient égaux entr'eux, 
le triangle SH fera femblable & égal au triangle RAM, 
& qu'ainfi Hn= ddy, & Hk = dd. 2°. Que fi l’on prend 
du pour conftante , letriangle gi fera femblable & égal 
au triangle RMm, & qu'ainfi £c exprimera ddy & Sg ou 
cn, ddx. Enfin, 3°. Que fi l'on prend dy pour conftante , 
les triangles ml, RMm feront égaux & femblables ; & 
qu'ainfiiS ou /n=—ddx, & IR = dd. 


PROPOSITION l. 
Probléme. 


65 .P RENDRE Le différence d'une quantité compofte de 
différences quelconques. | 

On prendra pour conftante la différence que l’on vou- 
dra , & traittant les autres comme des quantités varia- 
bles, on fe fervira des regles prefcrites di la Section 
premiere. 


Sent, PT x 
La différence de 7? , en prenant dx pourconftante , fera 


dy” + yddy dx dy" — ydydd 
2 IT, & ——5< en prenant dy pour conftante. 
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Celle de EE , en prenant dx pour conftante, fera 


dx 

PL 2 du dds ../"/ ’ \ . 

di VER Fa + PE . le tout divifé par dx, c'eft à dire 
x" + d) 
Pac du? à «did 1 | 

Le RE 7 ; &'en prenant dy pour conftante, elle 

dxV dx * +dy" 

ee 24% ° ddx Cp 

fera dxdxVdx* dy + RENE —_zddxV AR Hd, le tout 


dxdx 3 =pdrdxdy* —14dy" ddx 


divifé par dx*, c'eft à dire 


La différence de æ 


dr à: ve PUR SE re 
ds dx el} 
dx + dy 








=, en prenant dx pour conf- 


tante, fera 4 + éd dx +dyt — >>, le tout di- 
Vis? + ad * 

de dy} + dpt + pds * dy & 

ER Vi 

dx" dy" + dyt—ydydxdds, 





vifé. par dx? + dy*, c'eft à dire 


pxenant dy pour conflante, elle fera = ——. 
. s * Ê a: LL’. É ps 
La différence de é°-+@""éxt#t ou dx°-+4r° Ÿ, en pre- 
| — 4x5 dd} —— 4x4 dy 
| [| 


nant dx pour conftante ; fera —34sérdd) 





dx? ddy* 

Mais il faut obferver que dans ce dernier cas il n'eft 
pas libre de prendre dy pour conftante, car dans cette fup- 
pofition fa différence ddy feroit nulle ; & par conféquent 
elle ne devrait pas fe rencontrer dans la quantité propo- 
fée. | 

DEFINITION I. 


Lorfqu'une ligne courbe ÆFK eft en partie cancave F1G.52.53. 


& en partie convexe vers une ligne droite AB ou vers un 
point fixe Z ; le point F qui fépare la partie concave de la 
convexe , & qui par conféquent ef la fin de l'une & le 
commencement de l'autre, eft appellé point d'inféxion, 
Lorfque la courbe étant parvenue en F continue fon chemin 
vers le même côté : & pointde rebrouffement lors qu'elle 
rébrouffé chemin du côté de fon origine. RM | 

& 1] 


dx 09 © te dxdddyds + dy 


L 


54: 5 5x 


[' | 
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PrRroPostITIiON IL 
L Probléme général. 


66], a nature de la ligne courbe AFK étant donnée, déter- 

miner le point d'infléxion ou de rebrouffement F. 
Fig. 2. - Suppofons en premier licu que la ligne courbe A4FK ait 
53. pour diametre une ligne droite 428, & que fes ARRET 
PM, EF, &c foient toutes paralleles entr'elles. Si l'on me- 
ne par le point F, l’appliquée FE avec la tangente FZ; & 
par un point quelconque AM de la partie Æ4F, une appli- 

quée M? avec une tangente M7 : il eft clair, 
1°. Dans les courbes qui ont un point d'infléxion, que 
lacoupée 4? croiffant continuellement, la partie 47° du 
diametre, interceptée entre l'origine des x & la rencontre 
de la tangente, croît auffi jufqu’à ce quele point ? tombe 
en E, après quoi elle va en diminuant ; d’où l’on voit que 
. AT étant appliquée en ?, doit devenir un plus grand AL 

lorfque le point ? tombe fur le point cherché E. 

29. Dans celles qui ont un point de rebrouflement, que la 
partie 47 croiffant continuellement, la coupée 4P croît auf 
fijufqu'à ce que le point Z tombeenZ, après quoi ellevaen 
diminuant;d où l’on voit que Æ? étant appliquée en 7 doit 

. devenirunplss grand ÆE lorfque le point 7 tombe en £Z. 
Or fi l'on nomme ZE, x; EF, yon aura 42 — CE — x; 


dont la différence, quieft Der — dx (en fuppofant 


dx conftante ), étant divifée par dx différence de 4E, doit 
* _4rt, 47, être * nulle ou infinie ; ce qui donne — Pre, ouate 
47: | » CE Qq PE 9 OÙ à l'in 
fini: de forte que multipliant par dy”, & divifant par —Y, 
il vient ddy—o ou à l'infini; ce qui fervira dans la fuite de 
formule générale pour trouver le point d’infléxion ou 
de rebrouflement F. Car la nature de la courbe 4FK étant 
donnée , l'on aura une valeur de dy en dx; & prenant 
la différence de cette valeur , en fuppofant dx conf: 
tante , on trouvera une valeur de ddy en dx°, laquelle 


étant égalée d’abord à zero , & enfuite à l'infni , fervira 
: Li 
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dans l’une ou l’autre de ces fuppofitions à trouver pour 4E 
une valeur telle que l’appliquée FF aille. couper la courbe 
AFE au point d'infléxion ou de rebrouffement F. 


: L'origine Z des x peut être tellement fituée que 4L—x 
d: Deus dx - : 
— 27, au licu dem — x, &tque ÆZou_ AE foit #n moin. 


dye aulieu d’être un plus grand: mais comme la conféquen- 
ce-eft toujours la même, & que cela! ne peut faire aucune 
difhculté, Je.ne. m'y arréterai pas. IL eft à remarquer que 


| | . « 4 ’ 
AL ne peut jamais Être = x + Fe , Car lorfque le point 7 


tombe de l’autre côté du point 2, par rapport à l'origine 


| dx | Le 
A des x, la valeur de 5 fera négative fuivant l’article 10, 


ax . ü 
& par conféquent celle de nr fera pofitive , de forte 


£ | | À 
qu'on aura encore en ce cas 4E + EZ.ou AL = % V5 


La même chofe ff peut encore trouver de cette autre ma- 
niére. Il eft clair qu'en prenant dx pour conftante, & fupp@ 
fant que l'appliquée yaugmente, $z eft moindre que SHou 


que-Rm dans la partie concave,& plus grande dans la con- 


vexe. D'où l’on voit que la valeur de H# (ddy) doit devenir 
de pofitive négative {ous le point d'infléxion ou de rebroufñle- 
ment F ;& partant * qu'elle y doit être ou nulle ou infinie. 

Suppofons en fecond lieu que.la courbe 4FK ait pour 
appliquées les droites BA, BF, BM, qui partent toutes 
d'un même point B, Si l’on mene telle appliquée 84 qu'on 
voudra, avecune tangente A17 qui rencontre B7° perpen- 
dicülaire à BA au point 7; & qu'ayant prisle point # infi- 
niment près de 47, l'on tire l'appliquée B» , là tangente 
. mt, & la perpendiculaire B+ fur Bm ,qui rencontre 37° en 
O;il eft vifible (en fuppofant que l'appliquée ZM, qui de- 
vient ##, augmente) que dans la partie concave, 8r fur- 
paie 80 , & qu'au contraire elle eft moindre dans la partie 
convexe;de forte que fous le point d’infléxion ou de rebrouf- 
fement F, la valeur de Or doit devenir de pofitive négative. 
7 Cela pofé, fi l'on décrit du centre Z les petits arcs de 
cercle 418,7 H, on formera les triangles femblables 2 2, 
MBT,T HO , & les petits fé£teurs femblables BAR, BTP. 

| H ïï 


FrG. 48. 
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Nommant donc BM,y; MR, dx; l'on aura #R(dy).RM 
(dx) ::BM (y) BTE MR (dx) TT =: TH 
(-).#0= a Ori l’on prend la différence de 8T () 
en fuppofant dx conftante , il vient B#— BT ou Hi 


——— ; & partant O H+Htou =" En 
D'oùil fait en multipliant pat 4°, &cdivifant par dx , que 
la valeur de dx*+ dy*—yddy {era nulle ou infinie fous le 

oint d’infléxion ou de rebrouffement F. Or la nature de 
la ligne AFK étant donnée, l’on aura des valeurs de dy en 
dx, & de ddy en dx*, lefquelles étant fubftituées dans dx” 
+ dy*—yddy , formeront une quantité, qui étant égalée 





. d'abord à zero , & enfuite à l'infini, fervira à trouver pour 


F1c. Fo. 
SI. 


FiG. ço. 


Fi, 4 
S5. 


BF une valeur telle que décrivant du centre, & de ce 
rayonun cercle , il coupera la courbe 4FK au point d’inflé- 
xion ou derebrouffement F. Ce qui était propolé. 
= Pourtrouver encore la même chofe d’une autre maniére, 
il faut confidérer que dans la partie concave l'angle BmE 
furpañle l'angle Bmn, & qu’au contraire dans la convexe il 
eft moindre ; & partant que l'angle BmE — Bmnou Em, 
c’eft à dire l'arc En qui en eft la mefüure, devient de pofitif 
négatif fous le point cherché F. Or prenant dx pour conf- 
tante , les triangles réétangles femblables HmS , Hnk, 
donneront Hm (da). mS (dx) : : Hn (—ddy) .nk—=— eo. 
où l’on doit obferver que la valeur de Fn ef négative ; 
parceque B# (y ) croiffant, A ( dy ) diminue. Mais à caufe 
des féêteurs femblables 8mS ,mEk, l'on aura Bm(y).mS 
(dx): :mE (de) Eh, &: partant .Æ & + knou En= 
the —1dtée D'où il fait en multipliant par ydæ, & divi- 
fant par dx, que da —yddy où dx + dy — yddy doit de- 
venir de pofitive , négative fous le point cherché F. 

Si l'on fuppofe que y devienne infinie, les termes dx 
& dy” feront nulsparrapport au terme ydd} 5 & par confée- 
quent la formule dx°+ dy —yddy =0 ou à l'infini, fe 
changera en cette autre —yddy=e où à l'infini, "c'eft à 
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dire en divifant par —y, ddy = 0 où à l'infini, qui eft, la 
formule du premier cas. Ce qui doit aufli arriver , puifque 
les appliquées 841 , BF, BAM deviennent alors paralicles.… 

| CoRrOLLAIRE:. | 


67.1, ORSQUE ddy 0, il eft clair que a différence 
de AZ doit être nulle par rapport à celle de ZE ; & par- 
tant que les deux tangentes infiniment proches FZ, fL doi- 
vent tomber l’une fur l’autre, énine faifant qu'une feule li- 
gne droite fFZ. Mais lorfque ddy= à l'infini, la différence 
de AZ doit être infiniment grande par rapport à celle de 
AË,ou(ce qui cff la même chofe) la différence de 4E 
eft infiniment petite par rapport à celle de AL; & par con- 
féquent l'on peut mener par le même point F deuxtangentes 
FLZ,F] , qui fafent entr'clles un angle infiniment petit, LFI. 

De même lorfque dx°+4y"— yddy—0, il eft vifible que 
Ot doit devenir nulle par rapport à AR ; & qu'ainf les deux 
tangentes infiniment proches A/T, ##,doivent tomber 
l’une fur l’autre, lorfque le point 47 devientun point d'in- 
fléxion ou de rebrouflement : maïs au contraire lorfque 
dx* + dy*—yddy= à l'infini, O4 doit être infinie par rap- 
port à AR, ou ( ce qui eft la même chofe) 448 infiniment 
petite par rapport à Of; &t par. conféquent le point #. doit 
tomber fur le point A7, c'eft à dire qu'on peut mener par 
le même point A deux tangentes qui faflent entrelles un 
angle infiniment petit , lorfque ce point devient un point 
d'infléxion ou de rebrouflement. | 

1 eft évident quela tangente au point d'infléxion ou de 
tebrouflement F, étant prolongée , touche & coupe k 
courbe 4FK dans ce même point. 


ExEMmMPLE Î. 


68.8 o1Tune ligne courbe Æ4FK qui ait pour diametre 
la ligne droite 4B, & quifoit telle que la relation de la 
coupée ÆE(x ) à l'appliquée EF(y) , foit exprimée par 
l'équation #xx == xxy + aa). Il s’agit de trouver pour ZE 
une valeur telle .que l'appliquée EF rencontre la courbe 
AFK au point d'infléxion F. 


Fra. 2. 


F1G. 53. 


Fic. 56. 
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FEG. 9. 70.8 O1 T une demi roulette allongée A EK dont la bafe 
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L'équation à la courbe efty= =" ; & partant dy 
La 22 2adx" l à 2 j LÉ | l Ali he Ù 4 « = _ " F 
7; , 6prenant la différence de cette quantité en 





4 


fuppoñfant dx conftante , & l'égalant enfuite à zero , on 


_ “2a43dx" xxx 4 aa — 8a3xxdx* x xx aa | 
LUE : AK ab che ae der: | 


É MNT ge TEE u 1 = ——— 
tipliée par xx422 ,'& divifé par 24° dx°x xx+4#, donne 
xx + aa —4xx 0, d'oùlontire AE (x)=4V £ 

Si l’on mer à la place de xx fa valeur + 44 dans l'équation 


à la courbe y — me Ontrouve EF{y)#+4; de forte 
qu'on peut déterminer le point d'infléxion F fans fuppofer 
que la courbe 4FK foit décrite, 

__ $ilon mene AC parallele aux appliquées EF, & éga- 
le à la droite donnée z, & qu'on tire CG parallele à 43, 
elle fera afymptote de la courbe 4FK. Car fi l'on fuppofe 
x infinie, on pourra prendre xx pour xx+ 44; & partant 


. AXX 


» . \ 4 ; LERCELR ee 
l'équation à la coubey =; fe changera en celle-ci 





Y—= 4. 2" 4 CERF 
ExEemMPpPLE Il. 


D it De LOUIS 50 ——— 1 

69, 1 Ty—a—x—a". Donc d—ix—4a dx, 
a à —6d%" | 
& ddy——"#; x—a dx = TT, en prenant dx 
pour conftante. Or fi l'on fuppofe cette fraction égale à 
zero, on tiouvé — 6dx"—0; ce qui ne faifant rien çon- 
noître, il la faut fuppofer infiniment grande ; & par. confé- 








| POP 

quent fon dénominateur 25V x infiniment petit ou 
zero. D'où l'inconnue AE (x) =4 | 
Exempze IIL | 

BK furpañle la demi-circonférence DB du cercle genéra- 


teur qui a pour centre le point C, Il s'agit de déterminer 
fur 
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fur le diametre 48 ; le point E, en forte que l'appliquée 
EF aille rencontrer la roulette au point d’infléxion F. 

Ayant nommé les connues ADB, 4 ; BK,b; AB ,2c; & 
les inconnues 4£, x; ED, x ; l'arc AD ,45 EF, y;lon 


aura par la proprieté de la roulette J=x+"; & par- 


tant dy — dx + , Or par la proprieté du cercle l’on aura 


sms CAX —— xdx nent Elu 
XV 2x — xx dx = EE & du (Vadx' + dx === 


Vacx—xx" Vzcs—1xe 

Donc mettant pour dx &t du leurs valeurs; on trouve d ÿ 
acdx — axdx + bcdx Rs 

— a, dont la différence ( en prenant dx pour 


ZE — XX 





box — acc — bec x dx? 


conftante ) donne => — 9; d'où l’on tire 4E 
2x y X V LEX — XY 


(x)=cæ+ À, RCE À. 

Il'eft clair qu'afin qu'ily ait un point d’infléxion F , il 
faut que 4 furpañle z; car s’il étoit moindre, CE furpañle- 
roit CZ. | 

EXEMPLE IV. 


71 O N demande le point d'infléxion F de la Con- 
choïde ÆFKde Micemede, laquelle a, pour pole le point 
P , & pour afymptote la droite BC, Sa proprieté ef telle, 
qu'ayant mené du pole P à un de fes points. quelconques 
F la droite ?F, qui rencontre l’afymptote 2C.enD ;la par- 
tie DFeft toujours égale à une même droite données. 
Ayant mené PA perpendiculaire, & FE parallele à 8C, 
on nomimera les connues 48 où FD , 4: BP, b; & les in- 
connues BE , x; EF, y; & tirant DL parallele à BA, les 
triangles femblables DLF, PEF donneront DZ (x). LE 
(Vaa—xx):: PE (és) EF (gp) REV 
dont la différence eft 29 — = 
| < XV 38 — xx 
prend;la différence de cette quantité, & qu'on légale à 


) 1 LH T0 ee GAX I janbxz Xdx® 
zero , on formera l'égalité = sem xx 





= 0 y 


=. Si: donc on 


Fc. Go. 
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qui fe réduit à x°+ 36xx — 2aab—0, dont lune des raei- 


: #@s fournit po BE la valeur cheréhée. 


= Siz—6, l'équation précédente fe changera en cette 
autre x?-+34%x—14= 0, laquelle étant divifée par +4, 
donne xx -+ 24% —24a==0 ; & partant BETx)=—=—4 
+ Vaad: | 
Autrement. 

En prenant pour appliquées les lignes ?F qui partent 
du pole ?, & en fe fervant de la formule” yddy — dx° 
+- dÿ*, dans laquelle dx a été fuppofée conftante. Ayant 
imaginé une autre appliquée ?f qui fafle avec? F l'angle 
FPfinfiniment petit , & décrit du centre ? les petits arcs 
FG,DH, onnommera les connues 48, 4; BP ,bs&les 
inconnues 2F, 75 D ,x; &l'onaurapar la proprieté de 
la conchoïde y—x-+#, ce qui donne dy =dx. Or à 
caufe du triangle réétangle DBP, D B=Vxx—6b; & à 
caufe des triangles femblables D3F & dHD, PDH à 
PFG, lon aura DB(Vzx—6b6).BP(b)::dH(dx). HD 

LES bdx 

== Pa Et?D(x).?PFx-+4):HD Ge: FG(dx) 
== Fe D'où l'on tire dz ou dy =, 
dont la différence eft ( en fuppofant dx conftante ) day 
br 34 2abxx — ab3 x dxax Bat aabx — ab3x x dx” 
Te a Va br + ab 

tant pour dx fa valeur. Donc fi l'on fubftitue dans la 
formule générale * yddy — dx" + dy à la place de y fa 
valeur +4, & de dy & ddy les valeurs que l'on vient 
de trouver en dx & dx°; on formera cette équation 











en met- 


a+ rar. — abbx X dx? ++ 21bb1 4 anb' x dx2 LC d Lai 

RS re qui fe réduit à 
3 ; . 

2X — 306x— abb=—=0; dont l'une des racines augmentée 

de 4 fournit la valeur de l'inconnue PF. 
Sia—b6, lonaura 24 — 344x— 4°—0, qui étant divi- 

/ Cr] 
fée par par z+#.donne xx — 4x — — —0 , dont la réfolu- 


tion fournit PF(x+4)=ia+iavz— TRES 
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7? S o1T une autre efpece de ,Conchoïde 4FK , telle 
qu'ayant mené d'un de fes points quelconques F au pole 
P la droite PF qui coupe l’afymptote BC en D, leréétangle 
PD xDF foit toujours égal au même réétangle ?.B x BA. 
On demandele point d'infléxion F. 

Si l’on nomme les inconnues BE, x; EF, y ; &lescon- 
nues AB, a; BP ,b; on aura PD x DF —4ab; & les paral- 
leles BD, EF donneront PD x DF («b) . PBx BE(bx) 
DE (bb+abx+æxx +yy). DE (bb+2bxtxx). 
Donc 66x + 2bxx + xŸ + yyx == abb + 24bx + axx, où 


= ii + 24bx + axx S bbx — 2hxx —x3 _& = Pat va 


ee ER 
x 


Ï 


VI xx +0 V: 





=, dont la différence donne dy 
+ 
— axdx 4 114% += abdx LL Le * 
+ zx = — ÿ & prenant encore la différence, 
AX —— XX 


Ë , # Air dd © [ r * * . 

on forme l'égalité #74 = 0, qui fe réduit 
z 1 q 

AAXX — 4x3 X Vax—— x 


à b . 
à x— 2% valeur de l’inconnue ZE. 
4 —- 49 


h ©  — axdx + axxdx Le abdx 
S1 l'on fait Me en 


valeur de dy égal à zero; 
l'on aura xx — ax + = 4b—0o, dont les deux racines 
PANNE Re VW fourniflent . lorfque + fur- 


4 | = K 

pafle 34 , deux valeurs de BH & BL, telles que l'appliquée 
HA eft moindre que fes voifines, & l'appliquée ZN plus 
grande, c’eft à dire que les tangentes en 44 & AN feront 
paralleles à l'axe 48 ; & alorsle point E tombera entre les 
points F1 & Z. 

Mais lorfque =—84 les lignes RH, BE ,BZ ferontéga- 
les chacune à 4: & alors la rangente au point d'inflé- 
xion F fera parallele à l'axe 4Z. Et enfin lorfque z ef 
moindre que 84 , les deux racines feront imaginaires ; &ç 
par conféquent il n’y aura aucune tangente qui puifle étre 
parallele à l'axe. é 

Li 
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Fic. 6o. 


Fr. 63. 


* Art, 66, 


63 ts A NALYSE 


On pourroit encore réfoudre cette queftion en prenant 
pour appliquées les lignes PF, ?f, qui partent du pole P, 
& en fe fervant de la formule yddy = dx° + dy” , comme 
l'on a fait dans l’éxemple précédent. 


ExEMPLE VI 


738 O1Tun cercle 4ED qui ait pour centre le point 2, 
avec unc ligne courbe 4FK telle qu'ayant mené à difcré- 
tionle rayon BFE , le quarréde FE foit égal au réétangle 
de l'arc 4E par une droite donnée #4. Il faut déterminer 
dans cette courbele point d’infléxion F. 

Ayantnommé l'arc ÆEÆ, x;ie rayon 84 ou BE, 45 & 
l'appliquée BF, y ; on aura x du — 24ÿ+yy, &( enpre- 


er =" iles 
LIU —— HW 


nant les différences ) = = dx= Ee, Or à caufe 
des feéteurs femblables BEe, BFG, on fera BE(4a). BF 
(y) :: Ee ES ). FG (dx) = "22279 £ + 4, dont la 
différence,en fuppofant dx conftante , donne 4ydy"—24dy" 
«+ 2yyddy — 24yddy — 0 ; & partant yddy — PE 
Si donc on fubftitue à la place de dx” & yddy leurs valeurs 
en dy” dans la formule générale"yddy—dx"+4y",on forme- 
ta l'équation re. Le 2900 T3 DD EE 
qui fe réduit à 4y°—1 247 *+1 204) —445yy +3 24bby—245 bb 
— 0, dont la réfolution fournira pour BF Ia valeur cher- 
chée. 

Il'eft évident que la courbe ÆFK, que l’on peut appel- 
lerune Spirale parabolique, doit avoirun point d’infléxion 
F. Carla circonférence AED ne différant pas d’abord fen:- 
fiblement de la tangente en 4, il fuit de la nature de la’ pa- 
rabole qu'elle doit d'abord être concave vers cette tangen- 
te, & qu'enfuite la courbure de la circonférence autour de 
fon centre devenant fenfible , elle doit devenir concave vers 
ce centre. 
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ExEMPLE VIl 


748 O1T une ligne courbe FX qui ait pour axe la Fc. 64. 
droite 4ZB, dont la proprieté foit telle qu'ayant mené une 
tangente quelconque ÆB qui rencontre 48 au point PB, 
la partie interceptée ÆB foit toujours à la tangente BF en 
raïfon donnée de # à #. Il eft queftion de déterminer le 
point de rebrouffement F. 
Ayant nommé les inconnues & variables 4E, x ; EF, y5 


| dx SEL 
l’on aura E mr (parceque x croiffant , y diminue), 


FB = Or par la proprieté de la courbe , ZE 


+ ED ou AB (EE). BF(E EE) ::#.n. Donc 





ee nxdy st y mdyddy 
mV dx" + dy : ndx,& fa différence donne AE ren 
— RÉ MRe en fuppofant dx conftante & 
—— nydxdy — nxdy Vdx* + dy* 


Li - DEN 3 2 
négative ; d'où l’on tire dd — RE mr 
Maintenant fi l’on fait cette fraétion égale à zero , on 
trouvéra — ydx — xdy==0 ; ce qui ne fait rien connoi- 
tre. C’eéft° pourquoi il faut ARR cette fraétion éga- 
le à l'infini, c'eft à dire fon dénominateur égal à zero; 


= rs LUE iorenieer art EU d nxdy — nydx \ 
ce qui donne Vdx"+ dy? — ni RER à caufe de 
> : A > 4 1 : nnXxdy — mmyyd 
| équation à la courbe,d'où l’on tire dx— , Or 


: AR RRI 
quarrant chaquemembre de l'équationmydy=nxv dx +dy", 
| div mmyy — AUXX ___ Anxxdy— mmyydy 


on trouve encore dx = = ———— —= 


nx nnx} 


d'où l’on tire enfin yVwm —nn—nx; ce qui donne cette 
conftruction. 

Soit décrit du diametre 4 D —#,un demi-cercle 47D; 
* & ayant pris la corde Dh, loit tirée l'indéfinie A1.Je 
dis qu’elle rencontrera la courbe 4FK au point de re- 


brouflement F. ë 
Ii 
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_ Carayant mené ZA perpendiculaire à 48, les triangles 
réétangles femblables DZA , ZHA, FEA donneront DZ 
(2). ZA(Vmm—nn)::1H.HA :: FE (y).EA(x). 
& partant yVmm—nn —nx qui étoit le lieu à conf 
truire. 

Il eft clair que BF eft parallele à D1, puifque 4B. BF 
:: AD (m). DZ(n). d'où il fuit que l'angle 4FB eft 
droit; & partant que les lignes 48, BF, BE font en pro- 
portion continue. | 

On peut trouver cette même proprieté fans aucun cal- 

* Art, 67. cul, fi l'on imagine * au même point de rebrouflement F 

deux tangèntes F2, Fb qui faflent entr'elles un angle BFb 
infiniment petit. Car décrivant du centre F le petit arc 
BZ, on aura m .n:: 40.bF::AB.BF:: Ab— AB ou 
Bb.bF— BF oubL:: BF.BE.àù caufe des triangles réc- 
tangles femblables B£Z, FBE. Donc ; &c. | 

Sim—n#, 1l eft évident que la droite ÆF deviendra per- 
pendiculaire fur l'axe 48; & qu'ainfi la tangente F8 fera 
parallele à cet axe ; ce que l'on fçait d’ailleurs devoir arri- 
ver , puifqu'en ce cas la courbe 4F doit être un demi-cer- 
cle qui ait fon diametre perpendiculaire fur l'axe 48. Mais 
fi m étoit moindre que », il eft évident qu'il n’y auroit 


aucun point de rebrouflement , parcequ'alors l'équation 
yVmm — nn = nx renfermeroit une contradiétion, 
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SECTION V. 


UV/age du calcul des différences pour trouver 
les Dérvelopées. 
DEFINITION. 


Ç 1 l'on conçoit qu'une ligne courbe quelconque DBF 
concave vers le même côté, foit envelopée ou entou- 
rée d'un fil 4BDF , dont l'une des extrémités foit fixe en F, 
& l’autre foit tenduële long de la tangente 84, & que l’on 
fafle mouvoir l'extrémité’ 4 en la tenant toujours tendue & 
en dévelopant continuellement la courbe BDF ;il eft clair 
que l'extrémité 4 de ce fil décrira dans ce mouvement une 
ligne courbe 4HK. 

Cela pofé, la courbe RDF {era nommée la Dévelopée 
de la courbe 4H7XK. 

Les parties droites 48, HD, KF du fil ABDF feront 
nommées les »zyons de la dévelopée. 


COROLLAIRE I. 


75.1) E ce que la longueur du fil ABDF demeure toujours 
la même, il fuit que la portion de courbe BD eft égale à 
la différence des rayons DH, BA qui partent de fes extré- 
mités ; de même la portion DF fera égale à la différence 
des rayons FK,DH, & la courbe entiére BD F à la différen- 
ce des rayons FK, 84. D'où l’on voit que fi lerayon 84 de 
{a courbe étoit nul, c’eft à dire que fi l'extrémité 4 du fik 
tomboit {ur l’origine 8 dela courbe BDF, alors les rayons 
de la dévelopée DH, FK feroient égaux aux portions 
BD, BDF delacourbe BDF. 


CoROLEAIRE Il. 


» È À , 
76. 1 l’on confidére la courbe BDF comme un poligo- 
ne BCDEF d'uneinfinité de côtés; il eft clair que l'extré- 
mité 4 du fil 48CDEF décrit le petit arc AG qui a pour 


FIG. 65, 


Fic. 66. 
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centre le point C , jufqu'à ce que le rayon CG ne fafle plus 
qu'une ligne droite avec le petit côté CD voifin de C3; 
& de même qu'elle décrit le petit arc GAZ qui a pour cen- 
tre le point D, jufqu'à ce que le rayon DA ne fafle plus 
qu'une droite avec le petit côté DE ; & ainf de fuite juf- 
qu'à ce que la courbe BCDEF foit entiérement dévelo- 
pée. La courbe 4HK peut être donc confidérée com- 
me l'aflemblage d'une infinité de petits arcs de cercle 
AG, GH, HI, IK, &c. qui ont pour centre les points €, 

D,E,F, &c. D'oùil fuit, 

1°. Que les rayons de la dévelopée la touchent conti- 
nuellement comme DH en D, KF enF, &c. Et qu'ils 
font tous perpendiculaires à la courbe 4HK qu'ils décri- 
vent, comme D en H, FK en K, &c. Car DH , par 
éxemple, eft perpendiculaire fur le petit arc GH & fur le 
petit arc H7, puifqu'elle pañle par leurs centres D, E. D’où 
Fi. 65. l'on voit , 1°. que la dévelopée BDF termine l’efpace où 
tombent toutes les perpendiculaires à la courbe 4HXK. 
29, Que fi l'on prolonge un rayon quelconque HD qui 
coupe le rayon 48 en R, jufqu'à ce qu'il rencontre un 
autre rayon quelconque KF en $, l'on pourra toujours 
mener de tous les points de la partie RS deux perpendicu- 
laires fur la courbe AHK, excepté du point touchant D 
duquel on n’en peut mener qu'une feule, fçavoir DH. Car 
il eft clair que l'interfection R desrayons 48, DH parcourt 
tous les points dela partie RS , pendant que le rayon 42 
décrit par fon extrémité 4 la ligne ABK fur laquelle il eft 
continuellement perpendiculaire : & que les rayons 42, 
HD ne fe Re que lorfque l'interfeétion À tombe 
fur le point touchant D. | 
F16.66. 2°, Que fi l'on prolonge les petits arcs HG en /, ZH 
en, KZen#, &c. vers l’origine 4 du dévelopement, 
chaque petit arc comme ZH touchera en dehors fon voi- 
fin HG, parce que les rayons CA, DG , EH, FI vont tou- 
jours en augmentant , à mefure queles petits arcsqui come 
pofent la courbe Æ4HK,s'éloignent du point 4. Par la même 
raifon fi l'on prolonge les petits arcs 4G en o, GHenp, 
HI 
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HI eng, vers le côté oppofé au point 4; chaque petit 
arc comme Æ77 touchera en deflous fon voifin 7K. Or puif- 
que les points Æ & Z,D & E peuvent être confidérés com- 
me tombant l’un fur l’autre à caufe de l’infinie petiteffe 
tant de l’atc H7, que du côté DE; il s'enfuit que fi l'on 
décrit d’un point quelconque moyen D de la dévelopée 
BDF comme centre, & de fon rayon DHun cercle Hp, 
il touchera en dehors la partie HA qui tombera toute entiere 
au dedans de cecercle, &en dedans de l’autre partie Æ K 
qui tombera toute entiére au dehors de ce même cercle: 
c'eft à dire qu'il touchera & coupera la courbe 4HKau 
même point H, de même que la tangente au point d’inflé- 
xion coupe la courbe dans ce point, 

3°. Le rayon HD du petit arc HG , ne différant des 
rayons CG, EH des arcs voifins GA, HZ, que d'une quan- 
tité infiniment petite CD ou DE ; il s'enfuit que pour peu 
qu'on 1 211 F4 ARS DH, il fera moindre que CG, & 
qu'ainfi fon cercle touchera en deflous la partie ÆZ 43 & 
qu'au contraire pour peu qu'on l’'augmente , 1l furpañlera 
HE, & qu'ainfi fon cercle touchera en dehors la partie 
HK: de forte que ie cercle mHp eft le plus petit de tous 
ceux qui touchent en dehors la partie HA, & au contraire 
le plus grand de tous ceux qui touchent en dedans la partie 
HK: ceft à dire qu'entre ce cercle & la courbe on n'en 
peut faire pafler aucun autre. 

4°, Comme la courbure des cercles augmente à pro- 
portion que leurs rayons diminuent, 1l s'enfuit que la 
courbure du petit arc ÆJ fera à la courbure du petit arc 
AG réciproquement comme le rayon 84 ou CA de ce 
dernier eft à fon rayon DH ou EH:c'eft à dire que la cour. 
bure en A de la courbe ÆZHK fera à fa courbure en 4 com- 
me le rayon 84 au rayon DH ; & de même que la cour- 
bure en Keft à la courbure en Æ comme le rayon DH eft 
au rayon FK. D'où l’on voit que la courbure de la ligne 
AHK diminue continuellement à mefure que la ligne 
BDF fe dévelope; de forte qu'au point 4, où commence 


le dévelopement, elle eft la plus grande qu'il eft RREPIe à 


— 
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& au point K, où je fuppofe qu'il cefle, la plus petite. 

s°. Que les points de la dévelopée ne font autre chofe 
que le concours des perpendiculaires menées par les extré- 
mités des petits arcs qui compofent la courbe 4HK. Par 
éxemple , le point D où E eft le concours des perpendicu- 
laires HD, ZE du petit arc HJ; de forte que fi la courbe 
AHK eft donnée avec la polition d’une de fes perpendicu- 
laires HD , pour trouver le point D ou E, où elle touche la 
dévelopée, il ne faut que chercher le point de concours 
des perpendiculaires infiniment proches HD, LE :ceftce 
qu'on va enfeigner dans le Problème qui fuit. 


PROPOSITION I. 


Problème général. 


Et 
77.1, A nature de la ligne courbe AMD étant donnée avec 
ane de fes perpendiculaires quelconque MC ; déterminer la lon- 
gueur du rayon MC de [a dévelopée: c'eff à dire le concours 
des perpendiculaires infiniment proches MC, mC. 
Suppofons en premier lieu que la ligne courbe Z MD ait 
pour axe la ligne droite 48 fur laquelle les appliquées 
PM foient perpendiculaires. On imaginera une autre ap- 
pliquée #p, qui fera infiniment proche de M P; puifque 
le point »# eft fuppofé infiniment près de M. On menera 
ar le point de concours C une parallele CE à l'axe 42, 
Étiuelle rencontre les appliquées MP , mp auxpoints E, e. 
Enfin menant MR parallele à 48, on formera les triangles 
réctangles femblables MRm, MEC ; car lesangles EMR, 
CMm étant droits, & l'angle CAR leur étant commun, 
l'angle EMC fera égal à l'angle RMm. 
Si donc l’on nomme les données 4P , x; PM, y; l'in- 
connue ME, x; l'on aura Eeou Pp où MR—dx, Rm—dy 


—dx, Mm=N dx + dy; & MR (dx). Mm(Vdx + dy) 
:: ME(4). MC— dre Or le point C étant le cen- 


tre du petit arc M#, fon rayon C44 qui devient C# lorf- 
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que EM augmente de fa différence Rm, demeure le même. 
Sa différence fera donc nulle : ce qui donne (en fuppo- 

: didx? + dudy? + 1dyddy 


fant dx conftante | 
ant dx ) ARE mr 


— 90 ; doù l'on tire 

ME(X) — ht) HE en mettant pour dx fa 
—— dy dd} —— dd 

valeur dy. 

Suppofons en fecond lieu que les appliquées 24, Bm 
partent toutes d'un même point Z. Ayant mené du point 
cherché C fur les appliquées, que je fuppofe infiniment 
proches, les perpendiculaires CE , Ce , & décrit du centre 
B le petit arc Æ4R ; on formera les triangles réétangles 
femb ables RAMm & EMC,BMR ,BEG & CeG. C'eft pour- 
quoi nommant BM,y; ME, x; MR, dx ; on aura Rm 


dy, Mn = VTx +dp,CEou Ce ©, & MC 


2 
VETT | L 
— 27% "#E7, On trouvera enfuite, comme dans le pre- 
drdx” + dxdy° LA 
mietr Cas , X— eg ALU Or BM\y) . Ce (52) :: MR 


( dx). Ge? & me— ME ou Rm—Ge—drx— — 
Donc en mettant cette valeur à la place de dx, l’on aura 
dx” 4 dy” | 

ME(x)=;> Te 

Sion fuppofe que y foit infinie , les termes dx? & dy” 
feront nuls par rapport à yddy ; & par conféquent cette 
derniere formule fe changera en celle du cas précédent. 
Ce qui doit auf arriver ; puifque les appliquées devien- 
nent alots paralleles entrelles, & que l'arc MR devient 
une droite perpendiculaire fur les appliquées. 

Maintenant la nature de la courbe ZMD étant donnée ; 
on trouvera des valeurs de dy” & ddy endx°®, ou de dx* & 
ddy en dy= , lefquelles étant fubftituées dans les formules 
précédentes, donneront pour AZE une valeur délivrée des 
différences , & entierement connuë. Etmenant EC perpen- 
diculaire fur ME, elle ira couper MC perpendiculaire à la 
courbe, au point cherché C. Ce qui étoit propofé. 


K 1 
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COROLLAIRE IH. 


75: A caufe des triangles réétangles femblables MRm & 


| , =. nf PE SE HE RE | ; “. 
EC, l'on aura dans le premier cas M4C—4*"+# é _ “Hd? 
dont lète es + "4 
vds" + vds Fdx dr" 


& dans le fecond cas AC — AXE dis te — ydxddy » 


REMARQUE, 


79.1. y a encore plufieurs autres maniéres de trouver 
les rayons de la dévelopée. J'en mettrai ici une partie , 
afin de donner différentes ouvertures à ceux qui ne poife- 
dent pas encore ce calcul. 2 


Premier cas pour les courbes dont les appliquées font 
perpendiculaires à l'axe. 


Premiére maniere. Soit prolongée MR en G où elle 
rencontre la perpendiculaire #C. Les angles droits 
2 


d 
MRm , MmG donneront RG— _ 5 6t par conféquent 71G 
pue ste Or à caufe des triangles femblables A1Rm» ; 
MP Q (les points ©,g marquent les interfe&tions des 
perpendiculaires infiniment proches A4C, mC avec l'axe 


AT | 
C4 4 


AB) il vient MO + PO —=— ; & part 
PQ—=T: ; & partant 


an. dx s: 4 


vdy SE, 
AZ ++", dont la différence donne (en prenant dx 


dy + dy 
En 


pour conftante) Q g —=dx + ; & à caufe des trian- 


AA 
L Li) 


gles femblables C1G,CQg, l'on aura MG—0 4 ( = ) MG 


ÉD: M QE) Mo PETVEET. 
E * RE — dxddy 
Seconde maniére. Ayant décrit du centre € le petit 
arc QO les petits triangles ré&tangles 003, MRm feront 
femblables, puifque 44», 00 & MR, Q g font paralleles ; 
& partant Am ( Vdx*+dy®). MR (dx):: Q9 (EN er, 
x + dy? dd 15 | 

V0 T7, Or les fécteurs fermblables C44# ; 
FT ET 6) = F 








Eu, 
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— ydd een 
Ca0 donnent 44m — Q00 GE ) . Mm (Vdx +dy DE 
LÉ (7x AS + D Var + 








Troifiéme maniére. Menant les tangentes infiniment 
d 
proches MT , mt ,on aura ?7T— AP ou AT = — +, 


IS CS 
V3 7 . 


dont la différence donne Ti=— 7 3 & décrivant du 


F 
centre » le petitarc 7'H, on formera le triangle réétan- 
gle AT+ femblable à RmA, car les angles F7", RAMm ou 
PT M font égaux, ne différant entr'eux que de l'angle 7m 
qui eft infiniment petit; ce qui donne AM” (Vdx*+ dy" ). 
À | vd ddy RTE Ie — vdxddy ; 
mR(d):Ti(— 5 ). TH= DR Or les féc- 
teurs 7H, MCm font femblables, car l'angle Tmt + MmC 
vautun droit, & l'angle MwC+ MCm vaut aufli un droit 
à caufe du triangle CA» confideré comme réétangle en 
| jdxddy 7 .. 
M. Donc TH{ nr) . Mm (Vax*+ dy" )::Tm 
Vi Hd ay dx + dy Vdx® + dy” 
ou TM (— EL Le TEEN — did 


Quatriéme maniére. On marquera * les différences {e- 
condesen prenant dx pour conftante ; & les triangles rec- 
tangles femblables HS , Hnk donneront Hm ou M» 
(V' ax" + dy ) .m$ où MR(dx):: Hn(—ddy).nk 





q——— 
= 


ARRUT Erere l’angle kmn eft égal à celui que font 
V'dx * dy" 

entr'elles les tangentes aux points 44, m; & partant com- 

me l’on vient de prouver, égal à l'angle ACm=; d'où il fut 


que les fééteurs #mk , MC font femblables, & qu'ainfi #k 


D - 
(=) me ou * Mm(V dx + dj ):: Mm 
Vdx” +4) LS rs 
TE ML EST TE C Ha és +4 O FER 
(Vds des MO VA, HÉENG 


ou Am pour #k, parcequ'elles ne différent entr'elles que 
de la petite droite infiniment moindre quelles ; de 


même que Hn eft infiniment moindre que Rm# où “4 n. 
il) 


* Art. C4. 
Fic. 69. 


* Art. 2: 
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Second cas pour les courbes dont les appliquées partent 
d'un mème point fixe. 


F16. 68.  Premiére maniére. Ayant mené du point fixe 2 les per- 
pendiculaires BF,Bf{ür les rayons infiniment proches CM, 
Cm ; les triangles réétangles #MR,BMPF., qui font fembla- 
bles ( puifqu'ajoûtant aux angles MR, BMF le même an- 
gle FM, ils compofent chacunun angle droit) , donneront 
ME où MH = —}"— , & BR STE r dont la diffé. 
Vox? + dy? Var dy? 
rence (en prenant dx pour conftante) eft 2/— BF ou Hf 


dx dy? + dy# pe ydx 44 - 
— 25 7, Or à caufe des fé£teurs femblables 
di dy x Vas + dy” | 
CMm, CHf, on forme cette proportion A4»—Hf.Mm 
CEE Creer | VE Rom 

LA par + yay Vdx —+- 4j 
icre. O * Les différences f 3 
* Art, 64. Seconde manière. On marquera * les différences fecon- 
Fic. 70. des en füppofant dx conftante; & les fé&teurs femblables 


BmS,mEk donneront Bm (y).m"$ (dx)::mE(VIx dy”). 
gb +4, Or à caufe. des triangles réctangles 


} DU 
femblables HmS, Hnk, l’on aura Hmou Mm (Var +dy"). 


#S ou MR (dx) ::Hn(— dd). — ET, Et 











=. 17 
dx Je dxdy* — ydxddy CR 
ss — - L) “ 
partant En Ter) & prenant une troifié- 


me proportionnelle à En, Em ou Mm, les fé£teurs fem- 
blables Emn, MCm donneront pour A4C la même valeur 
qu'auparavant. 

Si l’on nomme M» (Vdx + dy” ), du ; & qu'on pren- 
ne dy pour conftante au lieu de dx , on'trouvera dans 


le premier ças HMC= 5, & dans le fecond AC 


dre 3 
= Eee PS Er enfin fi l’on prend d# pour conftan- 
e , L dxdi d ds 
te, il vient dans le premier cas AC— ja; QU __ 


( parceque la différence de dx°+ dy — du" ft dxddx 





+. ms. ni 
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+ dyddy= 0, & qu'ainf Tr — 27); & dans le fecond, 


x = a ydrdu ydydu 
dan E7 dxdy + yddx” 





€: 


COROLLAIRE. Il. 


80.( 0 MME l'on ne trouve pour A£E ou MC qu'une 
feule valeur, il s'enfuit qu'une ligne courbe AMD ne peut 
avoir qu'une feule dévelopée 8CG. 


CoROLLAIRE. III. 
2 2 z 
81 : la valeur de ME (HT ) ou CR) 
eft pofitive , il faudra prendre le point E du même côté 
de l'axe 48 ou du point 3. comme l’on a fuppofé en fai- 
fant le calcul ; d’où l'on voit que la courbe fera alors con- 
cave vers cet axe ou ce point. Mais fi la valeur de 4E 
eft négative , il faudra prendre le point E du côté oppolé ; 
d'où l'on voit que la courbe fera alors convexe. De forte 
qu'au point d'infléxion ou de rebrouflement qui fépare 
la partie concave de la convexe, la valeur de AE doit 
devenir de pofitive négative ; & partant les perpendicu- 
laires infiniment proches ou contigues doivent devenir 
de convergentes divergentes. Or cela ne fe peut faire 
qu'en deux maniéres. Car ou elles vont en croiflant à me- 
fure qu’elles approchent du point d’infléxion ou de re- 
Héatlement ; & il faudra pour lors qu'elles deviennent 
paralleles, c’eft à dire que le rayon dela dévelopée foit in- 
fini : ou elles vont en diminuant ; & il faudra néceflaire- 
ment alors qu'elles tombent l’une fur l’autre, c'eft à dire 
que le rayon de la dévelopéce foit zero. Tout ceci s'ac- 
corde parfaitement avec ce que l’on a démontré dans la 


fé£tion précédente. 
REMARQUE, 


ME ME l’on a cru jufqu'ici que le rayon de Ia 
dévelopée étoit-toujours infiniment grand au point d'in- 


F1G, 72. 


F1G, 67. 
68, 








a —— - — _ 3 sr _—_—— sr — —- 
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| fléxion, il eft à propos de faire voir quil y 4; pout ainfi 
dire , une infinité de genres de courbes qui ont toutes 
| dans leur point d'infléxion le rayon de la dévelopée égal à 
IE zero ; au lieu qu'il n’y en a qu'un feul genre dans lequel ce 
| | rayon foit infini. 
| Fic. 71. Soit 8 4C une des courbes qui ont dans leur point d’in- 
| fléxion À le rayon de la dévelopée infini. Silon dévelope 
| les parties 84, AC, en commençant au point Æ; il eft 
14 clair qu'on formera une ligne courbe D_4E qui aura aufli 
1h | un point d'infléxion dans le même point Z, mais dont le 
14 rayon de la dévelopée en ce point fera égal àzero. Et filon 
| formoit de la même forte une troifiéme courbe par le dé- 
velopement de la feconde D AE , & une quatriéme par le 
dévelopement de latroifiéme, & ainfi de fuite à l'infini; 
il eft clair que le rayon de la dévelopée dans le point d’in- 
fléxion Æ de toutes ces courbes , feroit toujours égal à 
zero. Donc, &cc, | | 


Problème. 
F1G. 72, 83 ie ROUVER dans les courbes AMD , 04 l'axe AB fuie 


| | avec la tangente en À un angle droit , le point B où cet axe 
touche la developee BCG. 
Si l’on fuppofe que le point A4 devienne infiniment près 
du fommet À, 1l eft clair que la perpendiculaire Æ4Q ren- 
contrera l'axe au point cherché 3; d’où il fuit que fi l’on 


cherche en général la valeur de PO('*) en x ou en ÿ; 


& qu'on fafle enfuite x ou y—o, on déterminera le 
point 2 à tomber fur le point 4 , & le point © fur le 

oint cherché B ; c’eft à dire que PQ deviendra alors 
égale à la cherchée 48. Ceci s’éclaircira par les éxemples 
qui fuivent. 


PROPOSITION IL 
‘f 
| 


= —— me — - 





ExEMPLE I 


| ! F1G. 72, 84 o1r la Courbe 44D une Parabole qui ait pour 
pata- 


_ = — 
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parametre la droite donnée 4. L'équation à la parabole 
_eftax —y, dont la différence donne dy — . en = 
prenant la différence de cette derniere équation, en fup- 
— adx° 
43 Vax 
enfin ces valeurs à la place de dy & de ddy dans la formu- 

dx +4; 
le — ss 
Ce qui donne cette conftruétion., 

Soit menée par le point 7°où la tangente A7 rencon- 
tre l'axe, la ligne T'E parallele à 44C ; je dis qu'elle ren- 
contre A2 prolongée au point cherché Æ. Car les angles 
droits MPT , MT E donnent AMP (Vax). PT (2x):: PT 





pofant dx conftante, on trouve ddy — . Subftituant 


+ auVax 
on aura ; M E = — 








La VS 
= Y HT A, 
ax : 





(24#).PE = ie = AE ; & par conféquent MP + PE 
4xVas 


= Vax + 
De plus à caufe des triangles rétangles MP Q,MEC; l'on 
aura PM (Vaux). PO(-=+a):: ME(Vax+ AE . ECOuPK 


—+4a+2x. & partant OK— 2x: Ce qui donne cette 
nouvelle conftruction. | 








Soit prife QK double de ÆP, ou ( ce qui revient au 
même) foit prife PK égale à 79, & foit menée KC pa- 
rallele à ? AZ. Elle rencontrera la perpendiculaire A4C en 
un point € qui fera à la dévelopée 8CG. 


Autre maniére. yy=1x , &t 2ydy=adx dont la différence 
(en fappofant dx conftante) donne 2dy +2yddy= 0; d'où 
l'on tire — dy“. Et mettant cette valeur dans la 

* z dy” x” 
formule Er E , on trouve" ME— ET RON ; &t partant 
| . y yds" pd LL yds | | 

EC OU PAIE TER ES —?0 + PT ou 
7'Q. Ce qui donne les mêmes confiruétions qu'aupara- 

. 74 dx AV 
vant.Car AP .PT :: dy. dx :: PT (7 ). PE Gr = 
| L 


Art, 77. 


art, 77: 
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Pour trouver à préfent le point 8 où l'axe 48 touche la 


dévelopée 3CG. On a PO (1 )} =+a. Or comme cette 


quantité eft conftante , elle demeurera toujours la même 
en quelque endroit que fe trouve le point 41 Et ainfi, 
lorfqu’il tombe fur le fommet 4, l’on aura encore ?Q qui 
devient en ce cas AB=—=2 4. | 


Pour trouver la nature de la dévelopée BCG à la ma- 
niére de Defcartes. On nommera la coupée BK, # ; l'ap- 


4x} CR 4 





pliquée XC ou PE, # ; d'où l'on aura CK (4) — 
& AP + PK— AB(z#)—= 3x; mettant donc pour x fa va- 
AV 





leur +# dans l'équation + — ; lon en formera une 


nouvelle 274#1— 164° qui exprimera la relation de ZK à 
KC. D'où l'on voit que la dévelopée CG de la parabole 
ordinaire eft une féconde parabole cubique dont le para- 
métre eft égal à 7 du paramétre de la parabole donnée. 

Fre, 73. left vifible que la dévelopée CZC de la parabole com- 
mune entiere AAM a deux parties CB, BC qui ont leurs 
convexités oppofées l'une à l’autre, de forte qu'elles for- 
menten 3 un point de rebrouffement. 


AVERTISSEMENT. 


Fic. 72.  Onentend par courbes geométriques AMD, BCG celles 
dont la relation des coupées AP, BK a2x appliquées PM ; 
KC, je pentexprimer par une équation où il ne fe rencontre 
point de différences ; € on prend pour geométrique tout ce 
gu'on peut faire par le moyen de ces lignes. L'on fappofe ici que 
les coupées €r les appliquées foient des lignes droites. ù 


COROLLAIRE. 


n 
85. L. ORSQUE la courbe donnée 4A4D ef geometri- 
que, il eft clair que l'on pourra toûjours trouver ({ comme 
dans cet éxemple ) une équation qui exprime la nature de 


C] 
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fa dévelopée CG ; & qu'’ainfi cette dévelopée fera aufli 
_geométrique. Mais je dis de plus qu'elle fera réétifiable, 

c’eft à dire qu'on pourra trouver geométriquement des 

lignes droites égales à une de fes portions quelconque 

BC ; car il eft évident * que l’on déterminera avecle fecours x 4,76. 

de la ligne AMD , qui eft geométrique, fur la tangente CM 

de la portion BC, un point 4 tel que la droite C4fne dif- 

férera de la portion 8C que d’une droite donnée 4B. 


ExEMmMPzLE Il. 


86 Noix la courbe donnée MDM une hyperbole en- Fi. 74; 
tres fes afymptotes, qui ait pour équation #4 — xy. 


On aura rs — X, TT — dx, & fuppofant dx conf- 


LP 
——— fl; ÿ \ = 24 il 
tante , * Er —0 ; d'oùlontiredy = ;8& x y r 


L 1 à : 2,3 =: 1 dx? dy? 
mettant cette valeur dans 75 ;il vient ME" HI; 


—24d" " * Art.77. 


PE dat : 
de forte que EC où PK—— 7 Ed . Ce qui donne ces 


conftruétions. " 

Soit menée par le point Z'où la tangente A£7° rencon- 
tre l’afymptore 48, laligne TS parallele à A4C & qui ren-. 
contre Æ4P prolongée en $ ; foit prife AZE égale à la 
moitié de AS de l’autre côté de l'afymprotefque l’on re- 
garde ici comme l'axe) parceque fa valeur eft négative; 
ou bien foit prife ?K égale à la moitié de 7 Q du même 
côté du point 7’: je dis que filon mene EC parallele ou 
KC perpendiculaire à l'axe, elles couperont la droite 44C 


e. r ue % =: d = À 4 + 
au point cherché C. Car ileft clair que AS =, 


que TO—'"S + 

Si l’on fait quelque attention fur la figure de Thyper- 
bole MDM, on verra que fa dévelopée CZC doit avoirun 
point de rebrouflement L, de même que la dévelopée de 
la parabole. Pour le déterminer je remarque que le rayon 
DZ de la dévelopée eft plus petit que tout autre rayon 


Li 
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*.Art.78. MC ; d'où il fuit que la différence de fon expreffion * 
3 
Se, 34 + dy Ve de où dE? fora * 


fera * nulle ou infinie. 


qui donne , en prenant toûjours dx pour conftante, 
1 3 
— 3dxdyddy* dx? + dy 2 dxdddydx 25 dj 2 
+" ddp 
divifant par dx" dy” 7, & multipliant enfuite par dxddy ; 
on tire cette équation dx*dddy + dy” dddy — 3dyddy* = 0 
ou æ , qui fervira à trouver pour x une valeur 4H telle 
que menant l'appliquée Hp & le rayon DZ de la dévelo- 
pée , le point Z fera le point de rebrouffement cherché. 


D dd N 
— o Où © ; d’où en 





On a dans cet éxemple 7 —"—, d— ET ; day 
à ax ° — Ganix « - 
— 5 , dady = —5$—, C'eft pourquoi mettant ces va- 


leurs dans l'équation précédente, on trouve 4H (XV x. 
D'où il fuit que le point D eft le fommet de lhyperbole , 


& que les lignes 4D, DL ne font qu'une même droite 4L 
qui en ef l'axe. 


ExEemP» ze ‘III. 


Fi. 72. 87.5 O1T l'équation générale y" — x qui exprime la 
74. nature de toutes les paraboles à Pinfini lorfque l'expofant 
m marque un nombre pofitif entier ou rompu, & de toutes 
les hyperboles lorfqu'il marque un nombre négatif. 
On aura my"—"dy—dx dont la différence donne , en 
prenant dx pour confiante, 7m —77"—* dy" + my 


déy — 0; & endivifant parmy"—", il vient — ddy — —— ; 





3, 2 3 2 
* Art. 77. d'où mettant cette valeur dans == , on tirera Y ME dl: 
k LEE C | 


— ddy 

ydx + ydy” 
se m—14y* 

Ce qui donne ces conftruétions générales. 


Soit menée par le point 7 où la tangente ÆATrencon- 
tre l'axe 4P, laligne TS parallele à 44€ & qui rencontre 


4 d 
; & partant EC ou PK——12—.. 2 


Rs 


M—idx m—i1dy 
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MZ? prolongée au point S ; foit prife ME= —— MS, 
ou bien foitprife PK— TO :ileft clair que fi l'on 


FN X 


mene par le point E une parallele , ou par le point K une 
perpendiculaire à l'axe, elles rencontreront A4C au point 
cherché C. 

Sim eft négatif, comme il arrive dans les hyperboles, 
la valeur de ME fera négative ; & par conféquent elles 
feront convexes vers leur axe qui fera alors une afyrmpto- 
te. Mais dans les paraboles où # eft pofitif , il peut arri- 
ver deux cas. Carou# fera moindre que 1, & alors elles 
feront convexes du côté de leur axe, qui fera une tan- 
gente au fommet : ou # furpañle 1, & alors elles feront 
concaves vers leur axe qui fera perpendiculaire au fom- 
met. 


Pour trouver dans ce dernier cas le point B où l'axe 
mi 2m 

AB touche la dévelopée. On a 79(/°)}—7—— ; ce 
qui donne trois différens cas. Caroum—2, ce qui narri- 
ve que dans la parabole ordinaire ; & alors l'expofant de y 
étant nul , cette inconnue s’évanouit ; & par conféquent 
AB—=:, c'eft à dire à la moitié du parametre. Ou » ef 
moindre que 2, & alors l’expofant de y étant politif, 
elle fe trouvera dans le numérateur, ce qui rend (en l'é- 
galant * à zero) la fraétion nulle :c’eft à dire que le point 
B tombeence cas furle point 4 comme dans la feconde 
parabole cubique #xx =°. Ou enfin " furpañle 2 , & alors 
l'expofant de y étant négatif , elle fera dans le dénomi- 
nateur, ce qui rend (lorfqu'elle devientzero) la fraétion 
infinie : c'eft à dire que le point Z eft infiniment éloigné 
du point Æ, ou (ce qui eft la même chofe) que l'axe 48 





eft afymptote de la dévelopée comme dans la premiere 


parabole cubique «4x —y *.. On peut remarquer dans ce 

dernier cas que la dévelopée CLO de la demi - para- 

bole ADM a un point de rebrouffement L ; de farte 

que par le dévelopement de la partie LO continuée à Tin- 

fini, le point D ne décrit que la portion ai D.A ; 
un 


Fi1G. 74. 


F1G. 75. 


Fi1G. 72. 


* Art. 83. 


FiG. 76. 


F6. 77. 
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au lieu que par le dévelopement de l’autre partie ZC conti- 
nuée auffi à l'infini, 1l décrit la portion infinie DM. 
On déterminera le point Z de même que dans l'hy- 
ï 


perbole. Soit par éxemple 44% — y” ou y—x À, on aura 
2 S 8 


dy —+x dxddy=—2x dx" ,dddy — Lx des. 


r | 


& ces valeurs étant fubftituées dans l'équation dx"dddy 
* Art, 86. + dy dddy — 3dyddy —0o, on trouvera* 4H (x)=V 
Il en eft ainfi des autres. 


REMARQUE. 


88. N fuppofant que » furpañle 1 , afin que les para- 
boles foient toûjours concaves du côté Su axe , il 
peut arriver différens cas. Car file numérateur de la frac- 
tion marquée par # eft pair , & le dénominateur impair ; 

Fic. 73. toutes les paraboles tombent de part & d’autre de leur axe 
dans une pofition femblable à celle de la parabole ordinai- 
re. Mais fi le numérateur & dénominateur font chacun 
impair; elles ontune pofition renverfée de part & d'autre 
de leur axe, en forte que leurfommet Æ eftun point d'inflé- 

3 


Fic, 77. *xion, comme la premiere parabole cubique x=—= 7" ou 


Aax — ÿ° . Enfin fi le numérateur étant impair, le dénomi- 
nateur eft pair ; elles ont une pofition renverfée du même 
côté de leur axe, en forte que leur fommet 4 eft un 
Fic. 76. point de rebrouflement , comme la feconde parabole cu- 


bique x—y “ou #xx—y". Tout cela fuit de ce qu'une 


puiflance paire ne peut pas avoir une valeur négative. Cela 
poié, il eft évident, | 

1°. Que dans ie point d’infléxion Z , le rayon de la dé- 
velopée peut être infiniment grand comme dans #zx=—#", 
ou infiniment petit comme dans #4x° — 7°. 
Fic. 76. 2°. Que dans le point de rebroufflement Z, le rayon de 
la dévelopée peut être ou infini comme dans #°xx == ÿ. 5, 
ou zero comme dans #xx==y°. 


% 


FiG. 77. 
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3°. Qu'il ne s'enfuit pas de ce que le rayon de la déve- Fi. 73. 
lopée eft infini ou zero, que les courbes ayent alors un 
point d'infléxion ou de rebrouflement. Car dans zx — y° 
il eftinfini, dans #x° y" il eft nul ; & cependant ces pa- 
raboles tombent de part & d'autre de leur axe dans une po- 
fition femblable à celle de la parabole ordinaire. 


j ExEemMpPLE IV. 
89.N 61 T la courbe 444D une hyperbole ou une ellipfe Fic. 78. 
qui ait pour axe AH(4), & pour parametre A4F (6). 79 


CTP TÉ A4 VE SEP 
On aura par la proprieté de ces lignes y — Rs 


abdx =} 2bxdx mA — a° bbdx° 
d CETT VE Ê ê& CR A TR EN ERE- N EL 
È 2 aabx Labxx | aaabx + a4abxx V'anbx abxx 


TT VLTS Te 
dx + dy fées er expreffion 


générale de * MC, on trouvera dans ces deux courbes MC * 4rt.78 


donc l’on met ces valeurs dans 





aabb 2 4abbx + 4bbxx p aaabx DE 4abxx Vaabb LE 4abbx + abbxx + 4nabx Laabxx 


——— = 


243 bb 


Es , puifque de part & d'autre Mo (LES) 





| 





[ 





— Vaabh 2 4abbx + abbxx + aaabx Haabxx, Ce qui donne cette 
. 24 


conftruétion qui fert auffi pour la parabole. 





Soit prife MC quadruple de la quatriéme continuelle- 
ment proportionnelle au parametre 4F & à la perpendi- 
culaire MQ terminée par l'axe ; le point C fera à la déve- 
lopée. 


Si l'on fait x=—=0, on aura* 4B= +6, Et fi l'on faitdans *.4r. 83. 
l'ellipfe x=1#, on trouvera DG— 25 , C'eft à dire Fic. 70. 
égal à la moitié du parametre du petit axe. D'où l'on voit 
que dans l’ellipfe la dévelopée 8CG fe termine en un point 
G du petit axe DO où elle forme un point de rebroufle- 
ment ; au lieu que dans la parabole & l’hyperbole elle s'é- 
tend à l'infini. 
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Siz=— 6 dans l'ellipfe, il vient MC = 4; d'où il fuit que 
tous les rayons de la dévelopée font égaux entr'eux , & 
qu'elle ne fera par conféquent qu'un point : c’eft à dire que 
l'eilipfe devient en ce cas un cercle qui a pour dévelopée 
fon centre. Ce que l’on fçait d’ailleurs être véritable. 


EXEMPLE V. 


9 o.N O1T la courbe 4MDune logarithmique ordinaire, 
dont la nature eft telle qu'ayant mené d’un de fes points 
quelconque M la perpendiculaire MP fur l'afymptote XP, 
& la tangente MT ; la foutangente PT foit toujours égale 
à la même droite donnée z. 

Ona donc PT ( )=—=4, d'où l’on tire dy — LE , dont la 


E dvdzx 
différence donne, en prenant dx pour conftante , ddÿ = 


ydx * dx + dy° | 
= ; & mettant ces valeurs dans =— jrs ON trouve * 

— HA — YY — 48 — 
ME=—— ; & partant EC ou PKk= —"—Z7. Ce 
qui donne cette conftruétion. 


Soit prife PK égale à 7 Q du même côté de 7’, parceque 
fa valeur eft negative; & foit menée XC parallele à PM: 
je dis qu’elle rencontrera la perpendiculaire MC au point 


cherché C. Car 70 — ET. 

Si l’on veut que le point Mfoit celui de la plus grande 
courbure , on fe fervira de la formule dx" dddy + dy” dddy 
— 3dyddy"—0, que l’on a trouvée * dans l'éxemple fe- 
cond; & mettant pour dy, ddy , dddy, leurs valeurs = ; 


& d 3 
Le , +, ontrouvera PM{y)av= 


“Ileft clair, en prenant dx pour conftante, que les ap- 
pliquées y font entr'elles comme leurs différences dy ou 








ee ; d'où il fuit qu'elles font auffi une progrellion geo- 
métrique. Car fi lon conçoit que l'afymptote ou l'axe PK 
foit divifé en un nombre infini de petites parties égales 
PpouMR,pfoums,founH, &c.comprifes entre les 

| appli- 
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appliquées 744, pm, fn, go, &c.lonaura PAM.pm::Rm.Sn 
s::1PMæ+Rmoupm.pm+ Sn ou Fa. Ouprouve de même 
que pm. fn : : fn. go, & ainli de fuite. Les appliquées PM, 
pm, fn, go, &c. feront donc entrelles une progreflion 
geométrique. 


ExEemPzEe VI 


91 S oiTlacourbe AMD une logarithmique fpirale, Fic. 8r, 
dont la nature eft telle qu'ayant mené d’un de fes points 
quelconque 44 au point fixe 4, qui en eftile centre , la 

droite A4 & la tangente MT"; l'angle ÆAMT foit par tout 

le même. | 


L'angle ÆMT où Am M étant conftant, la raifon de mR 
(dy)à RM (dx ) fera aufli conftante. Il faut donc que la 


différence de Ÿ foit nulle ; ce qui donne (en fuppofant dx 


conftante ) d dy —0. C’eft pourquoi effaçant le terme yddy 
vx + dy X art 
dans 42 57 expreflion * générale de A£E lorfque *.4#rt.77. 
les appliquées partent toutes d'un même point, on trouve 
ME=—+, c'eft à dire M E—A M. Ce qui donne cette 


conftruétion. | 


Soit menée 4C perpendiculaire fur AM , & qui ren- 
contre en C la droite AC perpendiculaire à la courbe; Île 
point C fera à la développée CB. 


Les angles 4AMT, ACM font égaux, puifqu'étant joints 
lun & l'autré au même angle AMC ils font un angle 
droit. La développée 4CG fera donc la même logarithmi- 
que fpirale que la donnée AMD , & elle n'en différera que 
par fa pofition. 


. Si l'on fuppofe que le point C dela développée 4CG 
étant donnée, il faille déterminer la longueur C4 de fon 
rayon en ce point, qui *eft égal à la portion 4C qui fait * re. 75, 
une infinité de retours avant que de parvenir en À ; il 
eft clair qu'il ny a qu'à mener AM perpendiculaire fur 
AC. De forte que fi l'on mene A7 perpendiculaire fur 








Fic. 82. 


# AN.77. 
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AM, la tangente MT fera aufli égale à la portion ÆXM4 
de la logarithmique fpirale donnée 4 MD. | 
Si l’on conçoit une infinité d’appliquées 4 M, Am, An, 
Ao , &c. qui faffent entrelles des angles infiniment petits 
& égaux;ileft clair que lestriangles A4m, mAn,nAo, 
&c. feront femblables, puifque lesangles en À font égaux. 
& que par la proprieté de la logarithmique , les angles 
en”, n,0, &c. le font aufli. Et partant 441. 4m: : Am. 
An. Et Am. An:: An. 4o. & ainf de fuite. D'où l'on voit 
que les appliquées ZM, Am, An, 4o, &c. font une pro- 
greflion geométrique lorfqu'ellesfont entr'elles des angles 
égaux. - 


ExEMPLE VIL 


92.8 O1T la courbe AMD une des fpirales à l'infini ; 
formée dans le feêteur 8 4 D avec une proprieté telle 
qu'ayant mené un rayon quelconque 4 M P , & ayant 
nommé l'arc entier BPD, 6; fa partie B P, x; le rayon 
AB où AP, a;& fa partie AM, y;on ait cette propor- 
tioné, x::411, y", 

L'équation à la fpirale 44D efty1 — sé , dont la dif- 


férence donne my dy = er Or à caufe des féteurs 
femblables MR, APp,lon aura 4M (y). AP (a):: MR 


(dx) . Pp (dx )= DE Mettant donc cette valeur à la place 
de dx dans l’équation que l’on vient de trouver, on aura 


My dy = ii dont la différence ( en prenant dx pour 
conftante } eft ##y®—"dy + my"ddy —0; d'où en divi- 
fant par my", l'on te Der yddy=mdy* ; & partant ME * 
A DR — PS ce qui donne cette 
conftruétion. 

Soit menée par le centre 4 la droite 7 4Q perpendi- 
culaire fur AM , & quirencontreen 7° la tangente A7, 


& en Q_ la perpendiculaire 44Q ; foit fait 7'4-+m+ 140. 
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T 9:: MA.ME. Je dis que menant EC parallele à 79 , 
elle ira rencontrer A£Q. en un point C'qui fera à la déve- 
lopée. | | 
 Carà caufe des paralleles 4RG , TAQ, l'on aura 4£R (dx) 


2 


HMHIRG( 2). MG (dx + ):: Tam IAQ. TO. 


; dx” ydy” 
:: AM(y). ME = 2 


ds Ÿ 4e 908 mb Lg 
ExempPLrE VIII 


93 S O1T AMD une demi-roulette fimple, dont la bafe 
BD eft égale à la demi-circonférence BEA du cercle gé- 
nérateur. 

Ayant nommé Æ4P, x: PM,y; l'arc AE, 4; & le 
diametre 48, 24: lon aura par la proprieté du cercle 
PE—Viax — xx ; & par celle de la roulette 7% 
+ Viax— xx, dont la différence donne dde 


Viax-—xx 


ren PE 


2adx — x 1 —> 
NET où dx VE , en mettant pour du fa va- 








OO Viax— xx x 


adx en ES 





; en fuppofant dx conftante,ddy— 


AE Var — 359 
dy 
MC—= 2V4aa—2ax, Ceft à dire 2BE OU 2446. 





leur 7= 


& en mettant ces valeurs dans ,ävient* 





Si l’on fait x—0 , l'on aura ÆÂN—44 pour rayon de 
la dévelopée dans le fommet 4. Mais fi l'on fait x— 24, 
on trouvera que le rayon de la dévelopée au point D de- 
vient nul ou zero ; d’où l'on voit que la dévelopée a fon 
origine en D, & quelle fe termine en # en forte que 
BN—= BA. 

Pour fcavoir la nature de cette dévelopée, il n'ya qu'à 
acheverle réétangle 85, décrire le demi-cercle DZS qui 
a pour diametre DS , & mener DJ parallele à AMCou à BE. 
Cela fait, il eft clair que l'angle BD7 eft égal à l'angle 
EBD; & par conféquent que les arcs DZ, BE font égaux 
entreux; d'où il fuit que leurs cordes DJ, BE ouGC font 


Mi 


FiG. 8 3 


* Art. 78. 








*X Art, 75. 


92 | ANALYSE | 
auffiégales. Si donc l’onfait ZC, elle fera égale & paralle: 
le à DG, qui parla génération de la toulette eft égale à l'arc 
BE ou DJ7;& partant la dévelopée DCN eft une demi- 
roulette qui a pour bafe la droite NS égale à la demi- 
circonférence D1S de fon cercle générateur: c'eft à dire 
que c’eft la demi-roulette même 4MDZ pofée dans une 
fituation renverfée. | 


:COROLLAIRE. 
94] Left clair * que la portion de roulette DC eft double 
de fa tangente CG, ou de la corde correfpondante DJ. 


Et la demi-roulette DCN double du diametre ZN ou DS 
de fon cercle générateur. 


AUTRE SOLUTION. 


95 O N peut encore trouver la longueur du rayon MC 


fans aucun calcul, en cette forte. Ayant rage une au- 


tre perpendiculaire mC infiniment proche de la premiere, 
une autre parallele #e, une autre corde Be, & décrit des 
centres C, 2 les petits arcs GH, EF, on formera les trian- 
gles réétanglesG Hg, EFe qui feront égaux & femblables ; 
car Gg—Ee, puifque 2G ou ME eft égale à l'arc 4E, & 
de même Bg ou me eft égal à l'arc 4e ; de plus Hg ou 
mg — MG—= Fe ou Be— BE ;GH fera donc égal à EP. 
Or les perpendiculaires AC, "mC , étant paralleles aux 
cordes EB,eB, l'angle MCm fera égal à l'angle EBe. Donc 
puifque les arcs GH, EF, qui mefurent ces angles , font 
égaux , 1} s'enfuit que leurs rayons CG, BE feront aufli 
égaux; & partant que AC doit être prife double de MG 
ou de BE. 


LEMME. 


96.8 2L 3 a un nombre quelconque de quantités a,b,c,d; 
e, Grc. foit que ce nombre foit fini ou infin: , foit que ces quan- 


tités foient des lignes, ou des furfaces , ou des lolides ; la 
fomme a—bD+b—c+c—c-+d—e, dc. de toutes 


deurs différences eff égale à la plus grande à ; moins la plus 
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petitee, ou fimplement à la plus grande lorfque la plus petite 
cfxere. Ce qui eft vifible. 


_COoROLLAIRE Î 


97.1 s fééteurs CAM, CG, étant femblables, il eft 
clair que Mm eft double de GH ou de fon égale EF; & 
comme cela arrive toujours en quelque endroit que l'on 
fuppofe le point 4%, il s'enfuit que la fomme de tous les 
petits arcs AM», c’eft à dire la portion 4m de la demi- 
roulette ZMD , eft double de la fomme de tous les petits 
arcs EF. Orle petit arc EF fait partie de la corde ÆE per- 
pendiculaire fur BE, & eft la différence des cordes #E, 
Ae , parceque la petite droite e F perpendiculaire fur 4e 
peut être confiderée comme un petit arc décrit du centre 
A ; & partant la fomme de tous les petits arcs EF dans 
l'arc 4ZE fera la fomme des différences de toutes les cor- 
des ZE, 4e, &c. dans cet arc, c’eft à dire par le Lemame 
qu’elle fera égale à la corde ZE. Il eft donc évident que 
da portion Æ#" de lademi-roulette 4 MD eft double de la 
corde correfpondante 4E. i 


CoROLLAIRE. Il 


98.1 'esra ce MGgm * ou le trapéze MGHm 
—! Mm+:GHxMG—ÈEFxBE, c'eftà dire qu'il eft 
triple du triangle EBF ou EBe ; d'où il fuit que l'efpace 
MGB A fomme de tous ces trapézes , efttriple de l'efpace 
circulaire BEZ À fomme de tous ces triangles. ; 


CoRoLLAIRE. III. 


99.N OMMANT BP ,2;larc ÂZEou EM où BG ,#; & 

lérayon KA, 4; l'on aura le parallelélogramme MGBE 

—" x, Or l'efpace de la roulette MG E A=3B ELA 

= 3E KB+5au; & partant l'efpace 4 M E B renfermé 

par la portion de roulette M, la parallele AE, la corde 

BE & le diametre 42, eft= 3EKB+ 544 —4 à D'où il 
‘à 


* At. 2. 








94 ANALYSE 
fuit que fi l'on prend 8P(x)—2?4, l’efpace AMEB fera 
triple du triangle correfpondant EK2; & aura par confé- 
quent fa quadrature indépendante de celle du cercle, Ce 
que M. Hagens a remarqué le premier. Voici encore une 
autre forte d'efpace qui a la même proprieté. 

Si l’on retranche de l'efpace 4 4ZEB le fegment BEZ A, 
il reftera l'efpace ÂZEM— 2 EKB+ au —ux ; d'où l’on 
voit que file point ? tombe au centre K, l'efpace AZEM 
fera égal au quarré du rayon. Il eft évident qu'entre tous 
les efpaces ÀALEB & AZEM , il n'y a que les deux que 
l'on vient de déterminer qui ayent leur quadrature abfos 


_ lué indépendante de celle du cercle. 


FIG. 84e 


Ar! 43. 


EÉxEMPLE IX. 


I 00.6 01T la demi-roulette 441D décrite par la révos 
lution du demmi-cercle ÆEB autour d’un autre cercle im- 
mobile BGD ; & qu'il faille déterminer fur la perpendi- 
culaire AG donnée depolition , le point où elle touche la 
dévelopée. 

Pour fe fervir des formules générales il faudroit pren- 
dre pour les appliquées de la courbe AMD , des lignes 
droites perpendiculaires fur l’axe O4, & chercher enfuite 
une équation qui exprimât la relation des coupées aux 
appliquées, ou deleurs différences. Mais comme le cal- 
cul en feroit fort pénible, il vaut beaucoup mieux dans 
ces fortes de rencontres ententer la folution en fe fervant 
de la génération même. | 

Lorfque le demi-cercle ÆEB eft parvenu dans la pofi- 
tion A4GB dans laquelle iltouche en G la bafe BD; & que 
le point décrivant 4 tombe fur le point M de la demi- 
roulette À AMD : il eft clair, | 

19. Que l'arc G M eft égal à l'arc GD, comme auffi l'arc 
GB du cercle mobile à l’arc GB du cercle immobile. 

2°, Que 41G eft* perpendiculaire fur la courbe ; car 
confidérant la demi-circonférence MGB ou ZEB , & la 
bafe 3GD comme l'affemblage d’une infinité de petites 
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DES INFINIMENT PETITS, Z. Part.  9$ 
droites égales chacune à fa correfpondante, il eft mani- 
fefte que la demi-roulette 4 MD fera l'aflemblage d'une 
infinité de petits arcs qui auront pour centres fucceflive- 
ment tous fé points touchans G , & qui feront décrits 
chacun par le même point 41 ou 4. 

30. Que fi l'on décrit du centre © du cercle immobile 
l'arc concentrique ME; les arcs MG, EB du cercle mobile 
feront égaux entr'eux, aufli-bien que leurs cordes MG, EB, 
& les angles OGM, OBE. Car les droites OK, OK, qui Joi- 
gnent les centres des deux cercles fontégales, puifqu'elles 
paflent par les points touchans 8, G ; c'eft pourquoi me- 
nant les rayons OM, OE , & KE, on formera lestriangles 
OKM, OKE égaux & femblables. L'angle OX étant 
donc égal àJ'angle OKE ; les arcs MG, BE des demi-cer- 
cles égaux MGB, BEA, qui mefurent ces angles, feront 
égaux, comme aulli leurs cordes A1G , EB ; d’où il fuit que 
lesangles0GM , OBE leferont aufli. 

Cela pofé , foit entenduë une autre perpendiculaire »C 
infiniment proche de la premiere, un autre arc concentri- 
queme, & une autre corde Be; foient décrits des centres 
C,B, les petits arcs GÆ , EF. Les triangles réétangles G Hg, 
E Fe feront égaux & femblables ; car Gg ou Ds — DG 
—£e ou à l'arc Be— l'arcB8E, de plus Hz ou mg — MG 
= Feouà Be— BE. Le petit arc GH {era donc égal au 
petit arc EF; d'où il fuit que l'angle GCH eft à l'angle 
EPBF, commeZBEefît à CG. Ainfi toute la difficulté fe ré- 
duit à trouver le rapport de ces angles. Ce qui fe fait en 
cette forte. 

Ayant mené les rayons 0G, Og, KE, Ke, &tnommeOG 
ouOB ,b;KE ou KB ou KA, 4; il eft clair que l'angle EZe 
—OBe—OBE—=Ogm—O0OGM=—=( en menant GZ, GW 
paralleles à Cm , Og) LGM—OGV = GCH— 60g. On 
aura donc l'angle GCH=—GOg+EBF. Or les arcs Gg, Ee 
étant égaux, l'on aura aufli GOg. EKe ou 2EBF::KE(4). 


OG (b);& partant l'angle COg=EBF, & GCH 
— “+ BBF. Donc GCH.EBFouBE.CG:: 1. 


Fi. 85. 








F1G. 86. 


* Art. 75. 
| 


26 ANALYSE 
& partant l'inconnue CG=—=- A BE ou MG, Ce qui 


donne cette conftruétion. 

Soit fait 04(24+6).OB(b):: MG, GC; le point C 
fera à la dévelopée. 

Il eft clair 1°. Que cette dévelopée commence au point 
D, & qu'elle y touche la bafe BGD ; puifque l'arc GA 
devient en ce point infiniment petit. 2°, Qu'elle fe termine 
au point W ,en forte que04.0B::A48B.BN::O04—ARB 
ouOB.08— BNou ON ;ceft à dire que04, OB, ON 
font continuellement proportionnelles. 3°. Si l’on décrit 
à préfent le cercle NSQ du centre O, je dis que la déve- 
lopée DCN eft formée par larévolution du cercle mobile 
GCS, qui a pour diametre GS ou BN , autour de l’immo- 
bile NSQ: c'eft à dire qu'elle eft une demi-roulette fem- 
blable à la propofée , ou de même efpece (parceque les 
diametres 42 , BN des cercles mobiles ont entreux Île 
même rapport que les rayons OB, ON des cercles immo- 
biles) , & pofée dans une fituation renverfée en forte que 
fon fommet eften D. Pour le prouver, fuppofons que les 
diametres des cercles mobiles fe trouvent fur la droite O7" 
menée à difcrétion du centre O ; elle paflera par les points 
touchans S, G; & faifant 48 ou TG.BNouGS::MG. 
GC, le point C fera à la dévelopée, & de plusà la circon- 
férence du cercle GCS ; car l'angleG MT étant droit, 
l'angle GCS le fera auf. Or à caufe des angles égaux 
MGT , CGS, l'arc 7 M ou GB eft à l'arc CS, comme le 
diametre GT au diametre GS::0G.OS::GB.NS ; & 
partant les arcs CS, SN font égaux, Donc, &c. 


COROLLAIRE I. 


L O1 | Left clair * que la portion de roulette DC eft égale 
à la droite CM ; & partant que DC eft à fa tangente CG 
:: AB+BN.BN::OB+ON.ON; c’eft à dire comme 
la fomme des diametres des deux cercles générateurs, 
ou des cercles mobile & immobile, eft au rayon du cer- 
cle immobile. Cette verité fe découvre encore de la ma- 


niére 
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niére qui fuit. A caufe des triangles femblables C41#,CGH . Fc. 85. 
l’on aura Mn. GHou EF::MC.GC::04+O08B(24+ 26). 
OB (b). D'où il fuit (comme dans l'art 97.) que la portion 
deroulette ZM eft à la corde correfpondante 4E, comme 
la fomme des diametres du cercle générateur & de labafe, 
ef au rayon dela bafe. 


CoROLLAIRE Il. 


102.) à trapéze MGHm=—}GH++Mm x MG. Or Fiac. 85. 
CG = Mo)CMÉÉEMG) :: GHMm =" À GH. 


Donc puifque GH—=EF, & MG—EB, l'on aura MGHm 
+ + EF »x EB: c'eft à dire que le trapéze MGHm fera 


toujours au triangle correfpondant EBF::24+ 30.6. 

D'où il fuit que l’efpace A/GBA renfermé par MG, AB 
perpendiculaires à la roulette , par l'arc BG & par la por- 
tion de roulette. 4/4, eft au fepgment de cercle correfpon- 
dant 8EZA::14+ 30.0. 





CoroOLLAIRE IIL. 


I 03.] L eft vifible que la quadrature indéfinie de larou- Fire. 87. 
lette dépend de la quadrature du cercle ; mais fi l’on 

prend 0Q moyenne proportionnelle entre OK, 04, &c 

qu'on décrive de ce rayon l'are OF M; je dis que l'efpa- 

ce ABEM renfermé par le diametre 48, la corde BE, 

l'arc EM, & par la portion de roulette AM, eft au trian-_ 

gle EKB : : 2a+ 36.6. Car nommant l'arc 4E ouGB, 4; 

le rayon 0Q, x ; l'on aura 0B(8).0 Q (x) :: GB(4). 

RQ ou ME = Et partant l’efpace RGBQ ou MGBE, 

c'eft à direZGB+:RQX BQ=—— ie Or* l'efpace de * #rt.102. 
la roulette MGBA— TT xB EZ A— LR TXEKB+ EE 

xKEZ A\ — ).Si donc l'on retranche le précédent efpace de 

. . ‘Le 4 QU — L k 
celui-ci.il reftera ABEM= EE PE + XxEKB 


N 
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pps Er EKB, puifque par la conftruétion XX== 24443 ab 


+ 46. D'où l’on voit que cet efpace a fa quadrature in- 
dépendante de celle à cercle, & qu'il eft le feul parmi 
tous fes femblables. 

En voici encore un autre qui a la même proprieté. Si 
l’on retranche del’efpace ABEM le fegment BEZA (Lan 


+E£EKB), il reftera l’efpace AZEM = nt 


+R EKB = CHE EKB en faifant 4x — 144 + 24b 
+ 66: c'eft à dire que fi l’on divife la demi-circonférence 
en deux également au pointE , l'efpace 4AZEM fera au 


double du triangle EKB, c’eft à dire au quarré du rayon 
::OK(a+b).OB(6). 


COROLLAIRE IV. 


Fic. 88. 104.4 1 le cercle mobile AE B roule au dedans de 
limmobile BGD , {on diametre 43 devient négatif de 
pofitif qu'il étoit auparavant ; & partant il faut changer 
de fignes les termes où il fe rencontre avec une dimen- 
fion impaire. D'où il fuit, 1°. Que fi l’on mene à difcrétion 
la perpendiculaire 34G à la roulette, & que l'on fafle OA 

* 4r.100.(0—24).0B(b):: MG .GC. le point C fera * à la déve. 

| lopée DCN décrite par la révolution du cercle qui a pour 

diametre BN , au dedans de la circonférence N$ concen- 

trique à BD. 2°, Que fi l’on décrit du centre O l'arc ME, 

*Art.101. la portion de roulette AM fera * à la corde 4E: : 24— 24.4. 

x 4rt,102. 3°: Que l'efpace 314GB4 eft * au fegment BEZ 4:34 24.4. 

4°. Que fi l'on prend 0OQ=Viaa — 3ab +66, c'eft à dire 

moyenne proportionnelle entre OK, O4; l'efpace 4ABEM 

renfermé par la portion de roulette AM, l'arc A7 E, la cor- 

x Art.103. de EB, & le diametre 4Z , fera*au triangle EK B::34— 24.4. 

Mais que fi lon fait O Q ou O E=Viaa— 2ab + b. 

c'eft à dire que l'arc 4E foit le quart de la circonférence; 

l'efpace 4Z EM renfermé par la portion AM de roulette & 

x id, Par les deux arcs ME, AE, fera“ au triangle EXB qui eft 
en ce cas la moitié du quarré du rayon :: 26 — 24, 4. 
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*  CoROLLAIRE V. 


10j S: l’on conçoit que le rayon O8 du cercle immobi- 
le devienneinfini , l'arc BGD deviendra une ligne droite, 


FiG. 86. 
88. 


& la courbe 4MD deviendra la roulette ordinaire. Or com- 


me dans ce casle diametre 48 du cercle mobile eft nul par 
rapport à celui de l’immobile ; il s'enfuit, 1°. Que A1G.GC 
:: 0.6, Puifque 6+24=—6, c'eft à dire que MG —=GC; 
& partant que fi l'on prend BN — AB, & qu'on mene la 
droite VMS paralleleà BD , la dévelopée DCN fera for- 
mée par la révolution du cercle , qui a pour diametre 
BN , furlabafe MS. 2°. Que la portion de roulette 44 
eft à la corde correfpondante AE :: 26.6. 3°, Que l’efpace 


MGBA eft au fegment BEZA:: 36.6. 4°. Puifque 80 


ou+ 0Q+OB,que j'appellex ,eft==+6+V244+34b+bb, 
d'où lon tire (en ôtant les inçommenfurables ) xx-+2bx 
— 244 t ab; Von aurax—ix, en effaçcant les termes 


où # ne fe rencontre point, parcequ'ils font nuls par rap- 

ort aux autres. C’eft à dire que fi l’on prend dans la rou- 
fre ordinaire BP —+ AB ,& quon mene la droite ?EM 
parallele à la bafe BD ; l'efpace AME3 fera triple du trian- 
gle EKB. On trouvera en opérant de la même maniére, 
que fi le point ? tombe au centre K, l'efpace AZEM ren- 
fermé par la portionde roulette AM , la droite ME, & 
l'arc ZE, fera égal au quarré du rayon. Ce que l’on a déja 
démontré cy-devant art, 99. 


REMARQUE.- 


J 06. | OMME les arcs DG, GM font toujours égauxen- 
tr'eux , ils enfuit que l'angle DOG eft aufli toujours à l'angle 
GKM::GK.0OG. C’eft pourquoi l'origine D de la roulette 
DMA, les rayons OG, GK des cercles générateurs , & le 
point touchant G étant donnés , fi l’on veut déterminer dans 
cette pofition le point 47 qui décrit la roulette, il ne faut que 


Ni 


Fi. 85. 
80 


Fic. 87. 
88, 


Fic. 83; 


Fic. 84. 





Fic. 89. 
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tirer le rayon KM en forte que l'angle GKM foit à l'angle 
donné DOG ::0G.GK. Or je dis maintenant que cela fe 
peut toujours faire géométriquement lorfque le rapport de 
ces rayons fe peut Uee par nombres ; &c partant que la 
roulette DM A eft alors géométrique. 


Car fuppofant , par éxemple, queOG.GK::13.5;ileft 
clair que l'angle 47KG doit contenir deux fois l'angle 
donné DOG; & de plus + de cetangle. Toute la difficulté 
fe réduit donc à divifer l'angle DOG en cinq parties égales. 
Or c'eft une chofeconnue par les Geométres, qu'on peut 
toujours divifer géométriquement un angle ou un arc 
donné en tant de parties égales qu'on voudra ; puifqu'’on 
arrive toujours à quelque équation qui ne renferme que 
deslignes droites. Donc, &c. 


Je dis de plus quela roulette DAZ A eft mécanique, ou 
ce qui eft la même chofe, qu'on ne peut déterminer géo- 
métriquement fes points A£lorfque la raifon de O0G à KG ne 
fe peut exprimer par nombres , c'eft à dire lorfqu'elle eft 
fourde. 


Car toute ligne , foit mécanique foit géométrique, ou 
rentre en elle-même ou s'étend à l'infini ; puifqu'on peut 
toujours en continuer la génération. Si donc le cercle mo- 
bile BC décrit par fon point dans fa premicre révo- 
lution la roulette AÂDE, cette roulette ne fera pas enco- 
re finie, & continuant toujours de rouler il décrira la £e- 
conde EFG , puis la troifiéme GHZ, & ainfi de fuite juf- 
qu'à ce que le point décrivant 24 retombe après plufieurs 
révolutions dans le même point d'où il étoit parti. Et pour 
lors fi on recommence à rouler le cercle mobile 48€, il 
décrira derechef la même ligne courbe, de forte que tou- 
tes ces roulettes prifes enfemble ne compofent qu'une 
feule courbe 4DEFGHI, &c. Or les rayons des cercles 
générateurs étant incommenfurables , leurs circonféren- 
ces le feront aufli ; & par conféquent le point décrivant 
A du cercle mobile 42C ne pourra jamais retomber dans 
le point 4 de l'immobile, d’où il étoit parti, fi grand que 
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puifle être le nombre des révolutions. Il:y aura donc une 
infinité de roulettes qui ne formeront cependant qu'une 
même ligne courbe AÂDEFGHIZ, &c. Maintenant fi Fon 
mene au travers du cercle immobile une ligne droite in- 
définie, il eft clair qu'elle coupera la courbe continuée à fi 
linfinien uneinfinité de points. Or comme l'équation qui f 
exprime la nature d’une ligne géométrique doit avoir au |] 
moins autant de dimenfions que cette ligne peut être cou- . 
pée en de différens points par une droite ; il s'enfuit que 
l'équation qui exprimeroit la nature de cette courbe auroit 
une infinité de dimenfions. Ce qui ne pouvant être , on 
voit évidemment que la courbe doit être mécanique ou 
tranfcendente. | 


ProPostTION JIl. 





Probléme. {il 


L o7.], A ligne courbe BFC érant donnée , trouvér une infi- Fig. 90. 
nité de lignes AM, BN, EFO, dont elle foit la dévelopée 
commune. 1# 

Si l'on dévelope la courbe BFC en commençant par le quil 
point 4, il eft clair que tous les points 4, 8,F, dufil 
ABFC décriront dans ce mouvement des lignes courbes 
AM, BN,F0 , qui auront toutes pour dévelopée commu- 
ne la courbe donnée ZFC. Mais il faut obferver que la li- 
gne FO n'ayant pour dévelopée que la partie FC , fon 
origine n'eft pas en F ; & que pour la trouver , il faut 
déveloper la partie reftante BF en commençant au point 
Fpour décrire la portion EF de la courbe EFO dont l'o- 
rigine eft en Æ, & qui a pour dévelopée la courbe entire 
BFC. 

Si l'on veut trouver les points. Af, N, O fans fe fervir du 
fl ABFC, il n'ya qu'à prendre fur une; tangente quelcon- 
que CM autre que BA, les parties G4£, CN, CO égales à 
ABFC, BIC, EC c 


= — 


: x —— S 
x 1! == _— = =. 
EE = ss —— = » 7 


mi 
nn m5 _ 
ns —— s— 


mn iE- 


= 


RE mm un 


ns. — 


| 
L 
| 
| 


à a — 


EE 


Ni 


= = —— — 


ne Be —— 
= = 





FrG. 91. 





102 LS PR ANALYSE 
| CoOROLLAIRE. 


Léa 4 
108.4 Left évident, r°. Que les courbes AM, BN,EFO 
font d'une nature très différente entr’elles : puifque la cour- 
be AM à dans fon fommet 4 le rayon de fa dévelopée 
égalà 4B , au lieu que celui de la courbe BK eft nul. Il 
eft vifible auffi par la figure même de la courbe EFO qu'elle 
eft très differente des courbes 4M, BN. 

2°, Que les courbes 441, BN , EFO ne font geométri- 
ques que lorfque la donnée BFC eft geométrique & de 
plus réétifiable. Car fi elle n’eft pas geométrique , en 
prenant BK pour la coupée, on ne trouvera point geomé- 
triquement l'appliquée xc : & fielle n’eft pas rectifiable , 
ayant mené la tangente CM , on ne pourra déterminer 
geométriquement les points A, N ,O des courbes AA, 
BN, EFO; puifqu'on ne peut trouver geométriquement 
des lignes droites égales à la ligne courbe BFC, &àfes 
portions BF, FC, 


REMARQUE. 


109; l'on dévelope une ligne courbe Z.4C qui aitun 
point d'infléxion en 4, en commençant par le point D au- 
tre que le point d’infléxion ; on formera par le dévelope- 
ment de la partie BAD la partie DEF; & par celui de la 

artie DC , la partie reftante DG : de forte que FEDG fera 
À courbe entiere formée par le dévelopement de ZAC. Or 
il eft vifible que cette courbe rebrouffe chemin aux points 
D & E, avec cetredifférence qu'au point de ae ir 
D lespartiès DE, DG ont leur convexité oppofée l’une à 
l'autre ; au lieu qu’au point E les parties DE, EF font con- 
caves vers le même côté. On a enfeigné dans la fé&tion 
précédente à trouver les pointsde rebrouffement tels que 
D:ileft queftion maintenant de déterminer les points E, 
ar peut appeller points de rebrouffement de la fecon- 

Far & que perfonne, que je feache, n’a encore con- 
fideré. 


Pour en venir à bout , on menera à difcretion fur la 
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artie DE deux perpendiculaires MAN , mn, terminéespar 
ka dévelopée aux points W, #, par lefquels on tirera deux 
autres perpendiculaires NH, nH fur les premieres N4, 
nm ; ce qui formera deux petits fé£teurs MN»; NHn qui {e- 
ront femblables, puifque les angles MANm»m, N'Hn font 
égaux. On aura 4e Nn:Mm:: NH.NM. Or dans le 
oint d'infléxion 4 le rayon NH devient * infini ou zero ; 
ê&t le rayon MN, qui devient 4E , demeure d’une grandeur 
finie. Il faut donc qu'au point de rebrouffement Æ de la 
feconde forte, la raifon de la différence Nr durayon MN 
de la dévelopée, à la différence 4" de la courbe, devienne 
ou infiniment grande ou infiniment petite. Et partant 


re _ à 
puifque * Nn — À dxdyddy” dx" +- dy 2 +drdddydx + dy 2, &t 
,1% ddy 1 | : 
" dx” dddy + dy” dddy—— 1dydd 
Mm=V dx" + dy”, lon aura = = 0 


ou © ; & multipliant par dxddy” , on trouvera la formu- 
le dx*dddy + dy” dddy — 3dyddy*—0o où « , qui fervira à 
déterminer les points de rebrouflement de la feconde 
forte. | 

On peut encore concevoir qu'une rebrouflante DEF 
ou HDEFG de la feconde forte, ait pour dévelopée une 
autre rebrouffante 8.4C de la feconde forte, telle que fon 
point de rebrouffement 4 réponde au point de rebrouf- 
fement E, c’eft à dire qu'il foit fitué fur le rayon de la 
dévelopée qui part du point E. Or ileftclair dans cette 
fuppofñition, que le rayon E4 de la dévelopée fera tou- 
jours un plus petit où un plus grand ; & partant que la 


X Ari.S 1. 


* Art. 86. 


Fi1G. 92. 
93” 


| 3 
différence de dx*+ 4"? expreflion générale * des rayons * 4. 78. 


— 4x dd 
de la dévelopée , doit être nulle ou infinie au point cher- 
ché E; ce qui donne la même formule qu'auparavant: de 
forte qu’elle eft générale pour trouver les points de re- 
brouflement de la feconde forte. 


LD 





Fic. 94 
95: 


FiG. 94. 


K Ant. 75. 


* Art. 96. 


* Art. 96. 
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SECTION. VI. | 


Ufage du calcul des différences pour trouver les 
Caufliques par réfléxion. 
DE FINITION. 
à I l'on conçoit qu'uneinfinité de rayons 84,BM, BD, 
qui'partent d’un point lumineux 3 , fe réfléchiffent à 
la rencontre d'une ligne courbe 4D , en forte que les 
angles de réfléxion foient égaux aux angles d'irerlonbe: 
la ligne HFN , que touchent les rayons réfléchis ou leur 
prolongemens AH, MF, DN, eft appellée Caufique par 
réflexion. 
COROLLAIRE I. 


j LOS, l'on prolonge HA en Z, deforte que 47—48, 
& que l’on dévelope la cauftique HFN en commençant 
au point Z; on décrira la courbe Z ZX telle quela tangen- 
te FZ fera“ continuellement égale à la portion FH de 
la cauftique plus à la droite HZ. Et fi l'on conçoit deux 
rayons incident & réfléchi Bm ,"F infiniment près de 844, 
MF, & qu'ayant prolongé Fm en /; on décrive des centres 
F, Bles petitsarcs MO, MR: on formera les petits trian- 
gles ré£tangles MOm, MRm, qui feront femblables & 
égaux ; car puifque l'angle OmM—F#nD—RrM, & que 
de plus l'hypotenufe 4m eft commune, les petits côtés 
Om, Rm feront égaux entr'eux. Or puifque Om eft la dif- 
férence de LM, & Rm celle de BM, & que cela arrive 
toujours en quelque endroit qu'on prenne le point 2; il 
s'enfuit que AZ — 7 4 ou 4H+ HF — MF {omme * de 
toutes les différences O” dans la portion de courbe 4, 
cit = BM — B A fomme * de toutes les différences Am 
dans la même portion 441, Donc la portion HF dela cauti- 

que HF N fera égale à BM — BA + MF— AH. 
Il peut arriver différens cas, felon que le rayon inci- 
dent 84 eft plus grand ou moindre que ZA , & que le 
| réfléchi 
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réfléchi 4H dévelope ou envelope la portion HF pour 
parvenit en 44F : mai, l'on prouveratoujours, comme l’on 
vient de faire, que la différence des rayons incidens eft 
égale à la différence des rayons réfléchis, en joignant à 
fun d'eux la portion de la cauftique qu'il dévelope avant 


que de tomber fur l’autre. Paréxemple, BM-—84—MFr Fi. 95. 


+FH— AB; d'où l'ontireFH—BM—-BA+AH—MF. 

Si l'on décrit du centre 2 l'arc de cercle 4? ; ileft clair 
que PM fera la différence des rayonsincidens BM, B 4.Et 
{i l’on fuppofe que le point lumineux B devienne infini- 
ment éloigné de la courbe 4 MD ;les rayonsincidens 24, 
BM deviendront paralleles , & l'arc 4P deviendra une 
ligne droite perpendiculaire fur cesrayons. 


CoROLLAIRE II. 


II NY l'on conçoit que la figure BAMD foit renverfée 
fur le même plan, en forte que le point 8 tombe fur le 
point 7, & qu'ainfi la tangente.en 4 de la courbe AMD 
dans fa premiere fituation, la touche encore dans cette 
nouvelle ; & qu'on fafle rouler la courbe «Mdfur 4MD, 


F1G. 94. 


95. 


F1G. 96. 


Fic, 94. 


c'eft à dire fur elle-même, en forte que les portions AM, 


AM foient toujours égales: je dis que le point Z décrira 
dans ce mouvement une efpece de roulette ZZX qui aura 
pour dévelopée la cauftique HF N. 

Car il fuit de la génération, 1°. Quela ligne ZM tirée 
du point décrivant Z au point touchant AZ fera * perpendi- 
culaire à la courbe ZZK. 20. Que Zz ou 7J4—=BA, & 
ZM —8BM.;3°. Que les angles faits par les droites AZZ , 
BM für la tangente commune en 41 font égaux 3 & partant 
que fi l'on prolonge ZMen F, le rayon 44 F fera le réfléchi 
de l'incident BAM. D'où l’on voit que la perpendiculaire 
ZFtouche la cauftique HFN : & comme cela arrive tou- 
jours en quelque endroit qu'on prenne le point Z,1l s'en- 
fuit que la courbe 7 ZK eft formée par le dévelopement de 
la cauftique HFN , plus la droite HZ. 

Il fuit de ceci que la portion FH ou dé 1=B8M 


* Art. 43. 
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+ MF —BA- AH. Ce que l'on vient de démontrer 
d’une autre maniére dans le Corollaire précédent, 


COROLLAIRE III 


'@& 

112.N; 1 tangente DN devient infiniment proche de 
la tangente F4; il eft clair que le point touchant W, & 
celui d'interfe&tion 7° fe confondront avec l’autre point 
touchant F:de forte que pour trouver le point F où le 
rayon réfléchi MF touche Îa cauftique HFN, il ne faut que 
chercher le point de concours des rayons réfléchis infini- 
ment proches AF, mF. Et en effet, fi l'on imagine une 
infinité de rayons d'incidence infiniment proches les uns 
des autres, on verra naître par les interfeétions des réfié- 
chis un poligone d’une infinité de côtés dont l’afflemblage 
compofera la cauftique HF N. 


PROPOSITION L 
Problème général. 


f'16. 97. TI 3. A nature de la courbe AMD , Je point lumineux B ; 
G* le rayon incident BM étant donnés; trouver [ur le réfléchi 
* ME donné de pofition, le point F où il touchela cauflique. 

. Ayant trouvé par la feétion précédente la longueur 
AMC du rayon de la dévelopée au point AZ, & pris l'arc 44% 
infiniment petit, on tirera les droites Bm,Cm , Fm ; on dé+ 
crira descentres B, F les petits arcs AR, M0 ; on menera 
les perpendiculaires CE, Ce, CG, Cg fur les rayons inci- 
dens & réfléchis ; enfuite on nommera les données BA, y: 
ME Ou MG, 4. AL 

Cela pofé, on prouvera, comme dansle Corollaire pre- 
mier *, que les triangles MR», MOm font femblables & 
égaux ; & qu'ainfi MR—MO.Or à caufe de l'égalité des an- 
gles d'incidence & de réfléxion, l’on a aufi CE—CG, Ce 
=Cg5 &t partant CE—Ce ou EQ—CG—-Cg ou SG. Donc 

à caufe des triangles femblables Br & BEQ, F MO & 
FGS, l'on aura BMæ+BE (2y—4).8 M(y):: MR+EQ. 


*ATXIO. 
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ouMO+GS.MROu MO:: MG(a).MF— me à | 

Si le point lumineux B tomboit de l'autre côté du point 
E par rapport au point M, ou (ce qui eft la même chofe) 
fi la courbe 4 MD étoit convexe vers le point lumineux 
B ;y deviendroitnégative de pofitive qu'elle étoit, & l'on 


— A} fiv 


auroit par conféquent M F— ET evene, 
| è arr 
Si l'on fuppofe que y devienne infinie, c'eftà dire que Fire. 96, 
le point 3 foit infiniment éloigné de la courbe 4MD ; les 
rayons incidens feront paralleles entr'eux , & l’on aura 
MF=2a, parcèque # eft nulle par rapport à 2y. 


COROLLAIRE ÎÏ. 


T1 4C OMME l'on netrouve pour 44F qu'une feule va- F1. 94. 
leur dans laquelle entre le rayon de la dévelopée ;1l s’en- 95° 
fuit qu'une ligne courbe 441D ne peut avoir qu'une 

feule cauftique HFN par réfléxion, puifqu'elle * n'a qu'une, *4rs. 80. 
feule dévelopée. 


CoOROLLAIRE Il. 


T15 L ORSQUE AMD eft géométrique, il eft clair * que * .4rt, 85. 
{à dévelopée left auffi, c’eft à dire que l’on trouve géomé- F16. 97. 
triquement tous les points C. D’où il fuit que tous les 

points F de fà cauftique feront aufli déterminés géomé- 
triquement, c'eft à dire que la cauftique HFN fera géo- Fire. 94. 
métrique. Maisje dis de plus, que cette caultique fera tou- 95: 
jours rédifiable ; puifqu’il eft évident * que l'on peut trou- * 4,110. 
ver avec le fecours de la courbe 4 MD , qu'on fuppofe géo- 
métrique, deslignes droites égales à une de fes portions 
quelconque. 


CoRoLLAIiRE. III. 


1 16. 1 la courbe MD elt convexe vers le point lus Frc. 07 
mineux- 2; la valeur de A4F( y fera toujours po- 


five; "& il faudra prendre par conféquent le point F du 
| Di 
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côté du pointC, par sbppit aupoint A, comme l'on à 
fuppofé en faifant le calcul. D'où l’on voit que les rayons 
réfléchis infiniment proches feront divergens. | 
Mais fi la courbe 4MD eft concave vers le point lu- 





mineux B, la valeur de 4F (=) fera pofitive lorfque y 


2Y—- a 

furpañle 14, négative lorfqu'il eft moindre , & infinie lorf 
qu'il eft égal. D'où il fuit que fi l’on décrit un cercle qui 
ait pour diamétre la moitié du rayon 41 C de la dévelopée , 
les rayons refléchis infiniment proches feront convergens 
lorfque le point lumineux Z tombe au dehors de fà cir- 
conférence, divergens lorfqu'iltombe au dedans, & enfin 
paralleles lorfqu'il tombe deffus. 


COROLLAIRE IV. 


11 7, le rayon incident BAM touche la courbe 44D 
au point 4, l’on aura ME (4 )—0; & partant MFÆ=o. Or 
comme le rayon réfléchi eft alors dans la direétion de l'in- 
cident , & que la nature dela cauftique confifte à toucher 
tousiles rayons réfléchis; ils’enfuit qu’elle touchera auffi le 
rayon incident BA au point M : c’eft à dire que la cauf. 
tique & la donnée auront la même tangente dans le point 
M qui leur fera commun. ‘ | 

Sile rayon A1C de la dévelopée eft nul, on aura encore 
ME(a)=0 ; & partant MF —0o. D'où l'on voit que la 
donnée: la cauftique font entr’elles dans le point A qui 
leur eft commun ; un angle égal à l'angle d'incidence. 

Si le rayon CAde la dévelopée eft infini, le petit arc 
Mm deviendra une ligne droite, & l'on aura MF 5 
puifque MALE ( 4 } étant infinie, ÿ fera nul par rapport à #. 
Or.comme cette valeur eft négative lorfque le point 2 
tombe du côté du point C par rapport à la ligne 4MD, 
& politive lorfqu'il tombe du côté oppofé; il s'enfuit que 
iles rayons réfléchis infiniment proches feront toujours di- 
vergens lorfque la ligne AMD eft droite, 
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COROLLAIRE V. 


118], eft évident que deux quelconques des trois 
points 8, C, F, étant donnés, on trouvera facilement le 
troifiéme. 
Soit, 1°, la courbe 4 A1D une parabole qui ait pour foyer Fic. 98. 
le point lnmineux B. Ileft clair par les élémens des féc- 
tions coniques , que tous les rayons réfléchis feront paral- 
leles à l'axe ; & partant que A9F fera toujours infinie en 
quelque endroit que lon fuppofe le point A. On aura 
donc #=—=2y : d’où il fuir que fi l’on prend 4£. double de 
MB, & qu'on mene la perpendiculaire EC; elle ira cou- 
per MC perpendiculaire à la courbe 4AMD , en un point C 
qui fera à la dévelopée de cette courbe. 
Soit, 2°, la courbe 4A1D une ellipfe qui ait pour un de Fire. 99. 
fes foyers le point lumineux 2. Il eft encore clair que tous 
les rayons réfléchis 44F fe rencontreront dans un même 
point F qui fera l'autre foyer. Er fi l'on nomme AfF, x; l'on 


aura* «= —%- ; d'où l’ontire la cherchée AE (4) = 2 *rtr 13. 


Mais fi la courbe AMD eftune hyperbole, le foyer F tom- Fire. 110. 


bera de l’autre côté ; & partant A£F(x) deviendra néga- 


tive : d'où il füit qu'on aura alors ME (4)= —= ou 


2x 








. Ce qui donne cette conftruétion qui fert auffi pour 


2) 
l'ellipfe. | 

Soit prife AE quatriéme proportionnelle au demi-axe Fi. 99. 
traverfant , & aux rayons incident & réfléchi ; foit me- 100. 


née la perpendiculaire EC : elle ira couper la ligne AC 
perpendiculaire à la féction , en un point € qui fera à la dé- 
welopée. 


ExEMPLE I. 


119 | O1T la courbe ZM D une parabole, dontles rayons Frc. ro. 


incidens 2 AM foient perpendiculaires fur fon axe 4P. 11 
fauttrouver fur les réfléchis MF les points Foù ils touchent 
la cauftique 4FK, | 

O uw 


a ds 
5 + 
> F| 4 = 
= a Se ne me 
ee, — — nl 2 ms r#l 
_ RS ue ne 


"ms 


mt ee, = 
un. —… D ms = 


= 


st 


# Art1 13. 


- 


* _Art.118. 
num, 1, 


* Art.IXIO. 
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Il eft clair que fi l’on mene le rayon A4C de la déve: 
lopée, & qu'on tire la perpendiculaire CG fur le rayon 
réfléchi AFF, 1l faudra“ prendre A£F égale à la moitié de 
MG. Mais cette conftruction fe peut abréger, en confidé. 
rant que fi l'on mene MN parallele à l'axe 42, & la droite 
ML au foyer Z; les angles ZMP, FMN feront égaux, 
puifque par la proprieté de la parabole LMQ=—QMN, & 
par la fuppofition PM 9—QMF. Si donc l'on ajoûte de 
part & d'autre le même angle ?44F, l'angle LMF fera 
égal à l'angle PASN, c’eft à dire droit. Or l’on vient de 
démontrer * que ZH perpendiculaire fur 42Z rencontre 
le rayon 42 de la dévelopée en fon milieu H. Si donc l'on 
mene 44F parallele & égale à LH, elle fera un des rayons 
réfléchis , & touchera en F la cauftique A4FK. Ce qu'il 
falloit trouver. 


Si l'on fuppofe que le rayon réfléchi 44F foit parallele 
à l'axe Æ4P , ileft évident que le point F de la cauftique 
fera le plus éloigné qu'il eftpoffible de l'axe 4P, puifque 
la tangente en ce point fera parallele à l'axe. Afin donc 
de déterminer ce point dans toutes les cauftiques, telles 
que 4FK, formées par des rayons incidens perpendiculai- 
res à l'axe de la courbe donnée, il n’y a qu’à confidérer 
que 442 doit ètre alors égale à PQ. Ce qui donne dy—4dx. 
Soit 4x —=yy , On aura dy — D — dx , d’où l’on tire 
AP (x) —+a :c'eft à dire que fi le point P tombe au 
foyer Z ,le rayon réfléchi A4 F fera parallele à l'axe. Ce qui 
eft d’ailleurs vifible; puifque dans ce cas 44P feconfondant 
avec ZM, il faut aufique 4F fe confonde avec MN, & 
ZHavec ZOQ. D'où l'on voitque MFef alors égale à ACZ; 
&t partant que fi l’on mene FR perpendiculaire fur l’axe,on 
auta AR ou 4L+ MF=— #4. On voit aufli que la portion 
AF de la cauftique eft égale en ce cas au parametre, puif- 
qu'elle eft toujours * égale à PM+ ME. 





Pour déterminer le point X où la cauftique 4FK ren- 
contre l'axe 4? , il faut chercher la valeur de 440 , & lé- 
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galer à celle de AF ; car il eft vifible que le point F 
tombant en K , les lignes A4F, MO deviennent égales 
entrelles. Nommant donc l’'inconnue 410 ,t ; l'angle 
PMO coupé en deux également par AQ perpendiculai- 


re à la courbe, donnera Æ44P (5) .MO(#)::PQ(%). 


___ ty tdy 4 ray PET 
O0 Q—=—+. Et partant OP= 2  =vVir—yy,à cau- 


d dx 


fe dutriangle réétangle MPO; à divifant de part & d’au- 


Eee mat 3 ax , « 
tre par 2-+7, On trouve ? —=\,/27, d'où l’on tire 


Le Vs) 
ve te pdyr ARE TRUE hf me * 
HO (t)— re = MF(G4) = dy ? puifque 
dx + dy° 


ME(4)= 3 Ce qui donne dy*—2yddy = dx" 


qui fervira à trouver le point ? tel que menant le rayon 
incident PM & le réfléchi Æ4F, ce dernier touche la cauf- 
tique-{FK au point X où elle rencontre l’axe 42. 


On a dans la parabole y — x, Y=ix TT dx , ddy 
me EX à dx”; & mettant ces valeurs dans l'équation 
précédente, on trouve +x Tir de x dx”—4dxt; d'où 
l'on tire AP (x) — £ du parametre. 

Pour trouver la nature dela cauftique ÆFK à la manié- 
re de Deftartes , il faut chercher une équation qui Expri- 


me la relation dela coupée AR (#); à l’appliquée RF( x); 


L 1 . Hd + + vel 2 
ce qui fe fait en cette forte. Puifque A0 (?)— se, 


, d d lxd \ ï 
l'on aura PO en }= Pr ane ; & à caufe destriangles 


femblables MPO ,MSF, on formera ces proportions 440 


dx? 4 ydy° dx? + dy? | 2 
Ce) MF( ag ) OÙ — 2yddy. dx M dy? 
| dx? — dj * dxd 
:: M P (y) . MS (y — =: PO). 


L 
#xu 


SFouPR(#—x)= "5. On aura donc ces deux 





X Art7 7: 54 ; 
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dy —ds° 


, , —| dxdy " : = 
CÉQUATIONS Z == Y += de KU—=X + ay ? qui fervi- 


ront avec celle de la courbe donnée à en former une nou- 
velle où x & y ne fe trouveront plus, & qui exprimera par 
conféquentla relation de ÂR(#) à FR(x). 

Lorfque la courbe AMD eft une parabole , comme 


, 1 
lon a fuppofé dans cet éxemple , on trouvera x=— ix 7 


— 2% ?, Où (en quarrant chaque membre) 5x — 6xx + 4x° 

—=%x, & u —3x ; d'où l'on tire l'équation cherchée 
= #/g5 ls 2 3 1 

axx = Lu — Sauu+$ aan qui exprime la nature de la 


cauftique 4FK. On peut remarquer que 2R eft toujours 
double de 4P, puifque A4R(%) —3x; ce qui fournit en- 
core une nouvelle maniére de déterminer fur le rayon ré- 
fléchi MF lepoint cherché F. | 


ExEMPLE Il. 


F1G. 102. 110.5 eiT la courbe AMD un demi-cercle qui ait pour 
diametre la ligne 4D , & pour centre le point C; foient 
les rayons incidens 2 perpendiculaires fur 4D. 

Comme la dévelopée du cercle:fe réunit en un feul point 

* Art.113. qui en eft le centre, il s'enfuit * que fi l’on coupe le rayon 
CM en deux également au point Æ7, & qu'on mene HF 
perpendiculaire fur le rayon réfléchi MF, il coupera ce 
rayon en un pointF, où1l touche la cauftique ZFK. Il eft 
clair que le rayon réfléchi A1F eft égal à la moitié de l'in- 
cident ? 41; d'où il fuit, 1°. Que le point P tombant en C, 
le point Ftombe en X milieu de C3. 2°. Que la portion 4F 
eft triple de MF, & la cauftique 4FK triple de 8K. On voit 
auffi que fi l’on fait l'angle 4CM demi-droit , le rayon ré- 
fléchi 4F fera parallele à 4C ; & partant que le point F 
{era plus élevé. au deflus du diametre AD, que tout autre 
point de la cauftique. | 

Le cercle qui a pour diametre MFT , pañle par le point 
F; puifque l'angle HF Meft droit. Et fi l’on décrit du cen- 
42, | : tre 
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tre C & du rayon CK ou CH, moitié de CA , le cercle 
KHG ; l'arc HF fera égal à l'arc HK : car l'angle CME 
étant égal à CAMP ou HCK, les arcs? HF, HK qui mefu- 
rent ces angles dans les cercles AZFH, KHG, feront en- 
tr'eux comme les rayons = MH, HC de ces cercles. D'où 
l’on voit que la cauftique 4FK eft une roulette formée par 
la révolution du cercle mobile AFH autour de l’immobile 
KHG, dont l'origine eftenX, & le fommeten Æ. 


ExEMPLE IIl. 


L? NE IT la courbe 4MD un cercle qui ait pour dia- F1G. 103: 
métre la ligne Æ4D , & pour centre le point C ; foit le 

point lumineux 4, d'où partent tous les rayons incidens 

AM , l'une des extrémités de ce diamétre. 


Si l’on mene du centre Cfur le rayon incident 4AM Ia 
perpendiculaire CE :il eft clair par la proprieté du cercle, 
que le point E coupe en deux parties égales la corde 


AM; & qu'ainfi ME (4)=—:y. On aura donc MF(——) 


Du. A 
F En 





—=+y: ceft à dire qu'il faut prendre le rayon réfléchi 
MF. égal au tiers de l'incident 442. D'où l'on voit que 
DK—+ AD, CK—=3CD, & que * la cauftique 4FK *Art.r 0. 
— + AD, de même que fa portion 4F = 4M. Si l’on 
prend AM — AC, le rayon réfléchi MF fera parallele au 
diamétre AD ; & par conféquent le point F fera le plus éle. 
vé qu’il foit poffible au-deflus de ce diametre, 

Si l'on prend CH—+:CM, & qu'on tire HF perpen- 
diculaire fur ÆF ; le point F fera à la cauftique ; car me- 
nant AL perpendiculaire fur AM , il eft clair que 44Z 
—+?ME—;AM, puifque MH=+<CM. Le cercle qui 
a pour diamétre MH, pañlera donc par le point F de Ia 
cauftique ; & fi l'on décrit un autre cercle KHG du cen- 
teC, & du rayon CKou CA, il lui fera égal, mare HK 








* ATtYITI. 
* Art.I100. 


F1G, 104. 


* Art. 95. 
* Art.1 13. 
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fera ‘égal à l'arc HF : car dans le triangle 1fofcelle C 414 
l'angle externe KCH=2CMA—AME 5 & partant les 
arcs HK, HF mefures de ces angles dans des cercles é- 
gaux , feront aufli égaux. D'où il fuit ” la: cauftique 
AFK eft encore une roulette décrite par la révolution du 
cercle mobile AF H autour de l’immobile KHG , dont 
l'origine eften K, & le fommeten 4. 


On pourroit encore prouver ceci de cette autre ma- 
niére. Si l'on décrit une roulette par la révolution d’un 
cercle égal au cercle AMD autour de celui-ci, en com- 
mençant au point À; l’on a démontré dans le Corollaire 
fecond* qu'elle aura pour dévelopée la cauftique 4Fk. Or 
* cette dévelopée eft une roulette de même efpece, ceft 
à dire que les diamètres des eercles générateurs en feront 
égaux ; & on déterminera le point K en prenant CK troifié- 
me proportionnelleà CD+D4 &àCD, c’eft à dire égale 
à CD. Donc, &c. 


EXEMPLE IV. 


122 S 01T la courbe 4 MD une demi-roulette ordinaire 
décrite par la révolution du demi - cercle NGM fur la 
droite BD, dont le fommet eft en À, & l’origine en D; 
foient les rayons incidens KM paralleles à l'axe 42. 


Puifque* 44G eft égale à la moitié du rayon de la déve- 
lopée, il s'enfuit * que fi l'on mene GF perpendiculaire fur 
le rayon réfléchi Æ4F, le point F fera à la cauftique DFB. 
D'où l'on voit que 44F doit être prife égale à KA. 

Si l'on mene du centre A du cercle générateur MGN 
au point touchant G, & au point décrivant 4%, les rayons 
HG, HM;il eft clair que ÆTG fera perpendiculaire fur BD, 
& que l'angle GMH— MGH— GMK : d'où l'on voit que 
le rayon réfléchi A/F pañle parle centre A. Or le cercle 
qui a pour diamétre GA, pafleauffi parlepoint F ; puifque 
l'angle GFHeftdroit. Donc les arcs GW, 2GEF,mefures du 
même angle GHN, feront entr’eux comme les diamétres 
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MN , GHde leurs cercles ; & partant l'arcGF—G N—G2. 
Ileft donc évident que la cauftique DFB eft une roulette 
décrite par la révolution entiere du cercle GFEH fur la droi- 
te BD. 


EXEMPLE V. 


12 3.5 o1Tencore la courbe ÆAMD une demi-roulette FIG: 105- 
ordinaire, dontla bafe BD eft égale à la demi-circonfé- 

rence ANB du cercle générateur. Et foient à préfent les 

rayons incidens ? A paralleles à la bafe BD. 

Si l’on mene GQ perpendiculaire fur PM, les triangles 
réctangles G2M , BPN feront égaux & femblables; & 
partant AQ—PN. D'où l'on voit * qu'il faut prendre *.4rt.95. 
MF égale Al’appliquée correfpondante 2 AN dans le demi- 113: 
cercle générateur 4ANB. | | 

Afin quele point F foit le plus éloigné qu'il eft poffible 
de l’axe 48, il faut que la tangente MF en ce point foit 
parallele à cet axe. L’angle 2 AMF fera donc alors dit, 
fa moitié PAG ou PNB demi-droit; & partant le point 
P tombera dans le centre du cercle 4N D. 

C'eftune chofe digne de remarque, que le point ? ap- 
prochant enfuite continuellement de l'extrémité B, le 
point F approche aufli de l’axe 48 jufqu'à un certain point 
K, après quoi ils’en éloigne jufqu’en D ; de forte que la 
cauftique 4FKFD a un point de rebrouflement en K. 

Pour le déterminer, je remarque * que la portion 4F *4rt.r10: 
— PM+MPF, la portion 4AFK—HL+ZK, & la portion 1IL 
KE de la partie KFD , eft —HL+LK—PM—ME : doù 
l'on voit que HZ + ZK doit être un pus grand. C'eft pour 
quoi nommant AM , x; HI , 35 l'arc 41, #3 l'on aura 
HL+ZLK—=4u#+2y, dont la différence donne da + 2dy 


= 0, &c “+ 2dy=—=0 , en mettant pour du fa valeur 
= : d'où l’on tire #dx = — 2ydy—2xdx — 24dx à caule 


du cercle ; & partant AH(x)= a, 


Pi 
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CoROLLAIRE. 


ï 24.) SPACE AFM ou AFKFM renfermé par les 
portions de courbes 4F ou 4FKF, AM , & par le rayon 
réfléchi MF, eft égal à la moitié de l'efpace circulaire 
APN. Car fa différence, qui eft le fé£teur F0 , eft égale 
à la moitié du réétangle ?pS N, différence de l’efpace 42 N; 
puifque les triangles réétangles MOm, MRm étant égaux 
& femblables , AO fera égale à MR où NS ou Pp, & que 
deplus MF=PN. 


ExEmpPLre VI. 


F1G. 106, 125 S 01T la courbe AMD une demi - roulette formée 
par la révolution du cercle MG AN autour de fon égal AGK, 
dont l'origine eft en 4, & le fommet en D ; {oient les 
rayons incidens AM qui partent tous du point 4. La li- 
gne BH qui joint les centres des deux cercles générateurs, 
pale continuellement par le point touchant G, & les arcs 
GMLG A comme aufli leurs cordes, font toujours égaux ; 
ainfi l'angle HGM=— 8GA, & l'angle GMA4=GA4M. Or 
l'angle AGM+ BG A = GMA + G AM; puifqu'ajoûtant 
de part & d'autre le mêmeangle ÆGM , on en forme deux 
droits. Donc l'angle HG M fera toujours égal à l'angle 
GMA ; & partant aufli à l'angle de réfléxion GMF: d'où 
il fuit que MF pañle toujours par le centre H du cercle 
mobile. 

Maintenant fi l'on mene les perpendiculaires CE, GO fur 
lerayon incident 4AM:ileft clair que MO—04, & que 

*A#rt.100. OE—+OM ; puifque * le point C étant à la dévelopée, 
GC—=;:GM. On aura donc ME—+4M, c'eft à dire 
#—23; & par conféquent MF ( Ts }=—=21y: d'où lon 
voit que fi l'on meneGF perpendiculaire fur MF , le point 
F fera à la cauftique 4FK. 

Le cercle qui a pour diamétre GX, pafle par le point F'; 
êtles arcs GM, 2GF, mefures du même angle GHM, étant 
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entreux comme les diamétres MN ,GHde leurs cercles, 
l'arc GF fera égal à l'arc G21, & par conféquent à l'arc 
GA. D'où il eft évident que la cauftique 4FK eft une 
roulette décrite par la révolution du cercle mobile HrG 
autour de l’immobile GK. 


COROLLAIRE. 


| 16.8 1 l'on décrit un cercle qui ait pour centre le point 

B, &pour rayon une droite égale à BH ou AK; & quil y 

ait une infinité de droites paralleles à BD quitombent fur 

fa circonférence : il eft vifible * qu'elles formeront en fe *#rt.120. 
réfléchiflant la même cauftique 4FK. 


EXEMPLE VIT. 


Ï 17.00 iTla courbe 4MD une logarithmique fpira- Fre. 107. 
le, avec les rayons incidens 4 M qui partent tous du cen- 
tre À. | 
Si l'on mene par l'extrémité C du rayon de la déve. 
lopée la droite C4 perpendiculaire fur le rayon inci- 
dent AM, elle le rencontrera “ dans le centre 4. C'eft “#91: 
pourquoi AM (y) —4 5 & partant MF (—2—)=7y Le 
triangle AFF fera donc ifofcele ; & comme les angles : 
d'incidence & de réfléxion 4AMT , FMS:font égaux en- 
tr'eux, il s'enfuit quel'angle 4FM ef égal à l'angle 4 A7. 
D'où il eft clair que la cauftique 4FK fera une fogarith- 
mique fpirale qui ne differera de la propofée 444D que 
pat fa pofition. Fe Eng 
| ProrosiTIiON Il. 
_ Probléme. 


12 8... a canfiique HF par réflexion étant donnee avec le Fig. 108. 
point lumineux B ;trouver une infinité de courbes telles que 
AM, dont elle foit cauflique par réfléxion. 
A yant pris à difcrétion fur une tangente quelconque 44 
le point 4 pour un des points de la courbe sas AM; 
H} 
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on.décrira du centre 8, de l’intervale 84 l'arc de cercle 
AP , &dun autre intervale quelconque 2, un autre are 
de cercle. Et ayant pris AH HE =B8M—BA où PM, 
on dévelopera la cauftique ÆZF en commençant au point E ; 
| & l'on décrira dans ce mouvementune ligne courbe EM 
| qui coupéra l'arc decercle décrit du rayon 8M , en un 
x Art,110. point M qui fera * à la courbe 4M. Car par conftruétion 
PM + MF— AH+ HE... 
Ou bien ayant attaché un fil B44F par fes extrémités en 
B&EnF, on fera tendre ce fil par le moyen d’un ftile placé 
en M , que l’on fera mouvoir en forte que l’on envelopera 
par la partie MF de ce fil la cauftique Ar ; il eft clair que 
ce ftile décrira dans ce mouvement la courbe cherchée 
MA. 


AUTRE SOLUTION. 


129. A YANT tiré à difcrétion une tangente F1 autre 
que HA, on cherchera fur elleun point M, telle que BM 
+ MF —BA+ AH-+ HF. Ce qui fe fera en cette forte. 
Soit prife FK—84+ AH+HE, & divifant BK parle 
milieu en G, foittirée la perpendiculaire GM: elle rencon- 
trera la tangente FA£au point cherché. A1. Car BM=MK. 
Fic, 109. Sile point Bétoitinfinimentéloigné dela courbe 4M, 
c'eft à dire que lesrayons incidens 84, BàM faflent paralle- 
les à une ligne droite donnée de pofition ; la premiere 
conftruétion auroit toujours lieu, en confidérant que les 
arcs de cercles décrits du centre 3 deviennent des lignes 
droites perpendiculaires fur les rayonsincidens. Mais cette 
derniere deviendroit inutile ; c’eft pourquoi il faudroit lui 
fubftituer celle qui fuit. | | | 
Soit prife FK— AH + HF. Ayant trouvé le point M tel 
que MP parallele à 4B perpendiculaire fur 4P , foitégale 
*Art,x10, à MK: il eft clair * que ce point fera à la courbe cherchée 
AM ; puifque PM+MF=AH+HF: Or cela fe fait ainfi. 
Soit menée KG perpendiculaire fur 4P ; & ayant pris 
K0 — KG, {oient tirées KP? parallele à 0G, & PN paralle- 
le à GK:Je dis que le point 44 fera celui qu'on cherche, 
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Cat à caufe des triangles femblables GKO , PMK, l’on aura 
PM—= MK; puifque GK—= KO. | 
Si la cauftique FFF fe réunifloit en un point, la courbe 
AM deviendroitune feétion conique. : * 


CoRrROLLATR'E:. I. 


J 30.] Left clair que la courbe qui pañle par tous les points 

K ,-eft formée par le dévelopement de la courbe HF en 
commençant en 4, & qu'elle change de nature à mefure 

que le point 4 change de place fur la tangente 4H. Donc 

puifque les courbes AA naïffent toutes de ces courbes 

par la même conftruétion, qui eft géométrique 5 1l s'en- 

{uit * qu'elles font d'une nature différente entrelles, & *.#rt.108. 
qu'elles ne font géométriques que lorfque la cauftique HF 

eft géométrique & réétifiable. | 


COROLLAIRE Il. 


131 U NE ligne courbe DA étant donnée avecun point F1G. 110. 
lümineux C; trouverune'infinité de lignes telles que 424:, 
en forte que les rayons réfléchis DA, NM fe réuniflént en 
un point donné B , après s'être réfléchis de nouveau à la 
rencontre de ces lignes AA. | 
Si l’on imagine que la courbe ÆF foit la cauftique de 
la donnée DN, formée par le point lumineux C 5 il eft 
clair que cette ligne HF doit être auffi la cauftique de la 
courbe ÆM ayant pour point lumineux le point donné 3; 
de forte que FK—BA+ AH+ HF, & NK—=BA+ AH 
+HF+ EN—BA+ AD +DC—CN, puifque * HD * Art,110, 
+ DC—HF+/FN + NC. Ce qui donne cette conftruc- 
tion. | | WE 
. Ayant pris à difcrérion fur un rayon réfléchi quelconque 
le point 4 pour un des points de la courbe cherchée 447, 
on prendra fur un autre rayon réfléchi NA tel qu'on vou- 
dra, la partie NK=B4+A4D+DC—CN ; & l’on trou- 
vera le point cherché Æfcomme ci-deffus, art. 129... 
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EE nn En CG UD EU OR RE ie CRee, dncemen  … —”" ORNRÉUE EN 
SEcT:I:OonN VIl 


Ufage du Calcul des différences pour trouver 
les Canffiques par réfraction. 


DEFINITION. 


Fac. 111. Ç 1 l'on conçoit qu’une infinité de rayons BA, BM, BD; 
qui partent d’un même point lumineux 8, fe rompent à 
la rencontre d'une ligne courbe D, en s’approchant 
Ou s'éloignant de fes perpendiculaires 34C, en forte que 
les finus CE des angles d'incidence CAE, foient toujours 
aux finus CG des angles de réfra&tion CMG, en même rai- 
F1c. 112, fon donnée de # à »; la ligne courbe HFN que touchent 
tous les rayons rompus ou leurs prolongemens 4H, MF; 
DA, eft appellée Canfique par réfraition, 


COROLLAIRE. 


l 32. I l'on enveloppe la cauftique HFN en commen: 
çant au point 4, l’on décrira la courbe 4ZXK telle que la 
tangente ZF plus la portion FH de la cauftique fera con- 
tinuellement égale à la même droite 44. Et fi l’on con- 
çoit une autre tangente F#J infiniment proche de FMZ ; 
avec un autre rayon d'incidence Bm, & qu'on décrive des 
centres F, B, lespetits arcs MO, MR :on formera deux 
petits triangles réétangles MR», MOm qui feront fembla- 
bles aux deux autres MEC,M GC,chacun à chacun ; puifque 
{i l'on ôte des angles droits RME ,CMm le même angle 
EMm, lesangles reftans RAM», EMC feront égaux ; & de 
même fi l’on ôte des angles droits GA10 , CMm le même 
angle GMm, les reftans OA», GMC feront égaux. C’eft 
Pourquoi Rm.Om::CE.CG::m.n. Or puifque Am eft 
x Art, 96. la différence de BM, & Om celle de ZM; il s'enfüit* que 
BM — BA {omme de toutes les différences R» dans la 
portion de courbe AM, eft à MZ ou AH— MF — FH 
fomme de toutes les différences Om dans la même por- 
FONe 
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tion ÆM , comme  eft à #; & partant que la portion 
FH=AH—MF+—B4——BM. 
Il peut arriver différens eas, felon que le rayon inci- 
dent BA eft plus grand ou moindre que BH, & que le 
rompu 4H envelope ou dévelope la portion HF : mais on 
prouvera toujours, comme l'on vient de faire, que la dif- 
férence des rayons incidens eft à la différence des rayons 
rompus ( en joignant à l’un d'eux la portion de la cauftique 
qu’il dévelope avant que de tomber fur l’autre) comme # 
eft à #. Par éxemple, 84 —BM. AH— MF — FH F1. 112, 
::m.n, d'oùl'ontire FH=AH-—MF+ = BM — TB À. 
Si l'on décrit du centre 3 l'arc du cercle AP ;il eft clair Fic. xrre 
que ? M fera la différence des rayons incidens BM, 84. Et 
fi l’on fuppofe que le point lumineux Z devienne infini- 
ment éloigné de la courbe ÆMD , les rayons incidens 84, 
BM deviendront paralleles, & l'arc 4? deviendra une li: 
gne droite perpendiculaire fur ces rayons. | 


PROPOSITION I, 
Problème général. 


1 33.], A nature de la courbe AMD , Le point lumineux B, Fe. vx. 
Cle rayon incident BM étant donnés ; trouver fur le rayon 
rompu ME donne de pofition, le point F où il touche la caufti- 
que par réfrattion. | | 
Ayant trouvé * la longueur MC durayon de {a dévelo- * ga, r. 
pée au point donné M, & pris l'arc Mm infiniment petit, 
on tirera les droites Bm, Cm, Fm; on décrira des centres 
B, F, les petitsarcs MR, MO; on menera les perpendi- 
culaires CE , Ce, CG , Cg fur les rayons incidens & rompus; 
& l'on nommera les données BM,7; ME, a; MG ,b; & 
le petit arc MR, dx. Celapofé, +: O1 ! 
Les triangles ré@angles femblables MEC & MRm , 
MGc & MOm, BMR & BQe, donneront ME (4). MG 
(b):: MR(dx). MO="", Et My). B.Q ou BE 


@ 











Fac. 113. 


F1G. 111. 


1123. 
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adx + ydx 


{y+a):: MR (dx). Qe=reee. Or par la pro= 
priété de la réfra@ion Ce. Cg::CE.CG::m.n. Et par- 


= 2 LI ne pus 
L 


tant m.n::Ce— CE ou Qe (7 ).Cg —CG ou 





: d , F 
Sg—= PR e, Donc à caufe des triangles ré@tangles fem- 


blables FMO & FSg;l'on aura MO—Sg (Éd and ? 
Mo(== :: MS ou MG (6) MF = "9, Ce 


bmy — an) — aan° 
qui donne cette conftruétion. 

Soit fait vers CM l'angle ECH=GCM, & foit prife 
vers 8, MK— es Je dis que fi l'on fait HK. HE: : MG. 


MF. le point F fera à la cauftique par réfraétion. 

Car à caufe des triangles femblables CGAZ,C'EH l'on aura 
CG.CE::n.m::MG(b).EH=— 2, D'où l’on tire HE—ME 
ou HM — —" , HM—MXK ou HK— us must 

Bang — any — 841 \ : Em) .. . 
nn my 
MF — bmy— any — aan" 

Ileft clair que fi la valeur de F7K eft négative, celle de 
MF le fera auffi : d'où il fuit que le point AZ tombe entre 
les points G, F, lorfque le point H fe trouve entre les 
points K, E. 

Si le point lumineux B tomboit du côté du point E; 
ou (ce qui eft la même chofe) fi la courbe 442D étoit 
concave du côté du point lumineux 8 ;y deviendroit né- 
gative de pofitive qu'elle étoit auparavant , & l’on auroit 





| / pt — bbmy bbmy 
pes conféquent MF— — by += Any — aan bmy— any + aan° 


Et la conftruétion demeureroit la même. 


Si l'on fuppofe que y devienneinfinie : c’eft à dire que le 
point lumineux Z foit infiniment éloigné de la courbe 
AMD ; les rayons incidens feront paralleles entr'eux, & 


on aura MF = , parceque le terme #4# fera nul 


bbm 
M — An 
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par rapport aux deux autres bmy , any; & comme 4XK ( _ 
s'évanouit alors , il n’y aura qu'à faire AM. HE :: MG. MF. 


CoROLLAIRE IH 


J 34.0) N démontrera, de même que dans les caufti- 
ques par réfléxion*, qu'une ligne courbe ÆMD n a qu'une 
eule cauftique par réfraction, laraifon demà # étant don- 
née; laquelle cauftique eft toujours géométrique & ré@i- 
fiable, lorfque la courbe propofée 4 MD eft géométrique, 


CoOROLLAIRE Il. 


135 ; le point E tombe de l'autre côté de la perpen- 
diculaire MC par rapport au point G, & que CE foic 
égale à CG ; il eft clair que la cauftique par réfrattion fe 
changera en cauftique par réfléxion. En effet on aura ME 
€ bbms __ sy 


SRE TNT LR 21 48 puifque m==#, & que 4 devient 


négative de pofitive qu'elle étoit, & deplus égale à £. Ce 
qui s'accorde avec ce qu'on a démontré dans la feétion 
précédente. 
Si m eft infinie par rapport à 7 ;1l eft clair que lerayon 
rompu MF tombera fur la perpendiculaire CM : de forte 
ue la cauftique par réfraétion deviendra la dévelopée. 
En effet on aura AF—b , qui devient en ce cas MC: c'eft 
à dire que le point Ftombera fur le pointC, qui eft à la 
dévelopée. 





CoROLLAIRE III. 


] 36.K 1 la courbe À MD eft convexe versle point fumi- 
neux 2, & que la valeur de MF( NO BACS foit 


bny — any — san 
pofitive ; il eft clair qu'il faudra prendre le point F du 
même côté du point G, par rapport au point Af, com- 
me on l’a fuppofé en faifant le calcul : & qu'au contraire 
fi elle eft négative , il le faudra prendre du côté oppofé. 
Il en eft de même lorfque la courbe 4MD eft concave 
vers le point 8; mais il faut obferver qu'on de : 1 lors 

| : 


* Art, 114: 
IIS. 
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st. Lbmy DE £ 
MF — PR D'où 11 fuit que les rayons rompus 


infiniment proches font convergens lorfque la valeur de 
MF eftpofitive dansle premier cas, & négative dans le 
fecond : & qu'au contraire ils font divergens lorfqu’elle eft 
négative dans le premier cas, & pofitive dans le fecond. 
Cela pofé; ileft évident, 

1°, Quefi la courbe AMD eft convexe vers le point lu- 
mineux 3, & que » foit moindre que #5 ou que fi elle eft 
concave vers cepoint, & que # furpañle #:Îes rayons rom- 
pus infiniment proches feront toujours divergens. 

2°. Que fi la courbe 4MD eft convexe vers le point lumi- 
neux 3, & que» furpaflez ; ou que fi elle eft eoncave vers 
ce point , &t que » foit moindre quez: les rayons rompus 


infiniment proches feront convergens, lorfque MK( a 
| h "FO 
eft moindre que MH ( = — 4 OÙ 4 — _ ); divergens, lorf- 


qu'elle eft plus grande ; & paralleles, lorfqu’elle eft égale. 
Or comme MK—o, lorfque les rayons incidens font pa- 
ralleles, il s'enfuit qu'en ce cas les rayons rompus infini- 
ment proches feront toujours convergens. 


CoOROLLAIRE IV. 


1 37. 1 le rayon incident BA£ touche Ja courbe 4MD 
au point 44, l'on aura ME (4) = 0 ; & partant MF —4. 
Ce qui fait voir que le point F tombe alors furle point G. 
Si le rayonincident 3M eft perpendiculaire à la courbe 
AMD , les droites ME(4)& MG(6) deviendront éga- 
les chacune au rayon CM de la dévelopée ; puifqu'elles fe 


confondent avec lui. On aura donc MF — -—Ÿ" ___ : 
M) — 0} LE ba 

: ; bm DE 
qui devient — lorfque les rayons incidens font paralle- 
les entr'eux. 

Sile rayon rompu MFtouche la courbe AMD au point 
M, l'on aura MG(4)—0. D où l'on voit que la çauftique 
touche alors la courbe donnée au point 41. 1 
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Si le rayon CA de la dévelopée eft nul ; les droites 
ME(a), MG (6) feront auf égales à zero ; & par confé- 
quent les termes 442, 66my font nuls par rappott aux au- 
tres émy, any. D'où il fuit que MF — 0 ; & qu'ainfi la cauf- 
tique a le point M commun avec la courbe donnée. 
Si le rayon CA de la dévelopée eft infini ; les droites 
ME (a), MG(6) feront aufli infinies ; & par confëquent 
les termes &my , any feront nuls par rapport aux autres 


aan , bbmy: de forte qu'on aura MF — a Or" com- 
me cette quantité eft négative lorfque l’on fuppofe que 
le point F tombe de l’autre côté du point B par rapport 
à la ligne AMD , & qu’au contraire elle eft pofitive lorf- 

u’on fuppofe qu'il tombe du même côté ; il s'enfuit" que 
J'on doit prendre le point F du même côté du point 3, 
c'eft à dire que les rayons rompus infiniment proches font 
divergens. Il eft évident que le petit arc Af"m devient alors 
une ligne droite, & que la conftruétion précédente n'a 
plus de lieu. On peut lui fubftituer celle-ci, qui fervira à 
déterminer les points des cauftiques par réfra&tion lorfque 
la ligne AMD eft droite. 

Ayant mené 80 perpendiculaire fur le rayon incident 
BM, & qui rencontre en O la droite ÆC perpendiculaire 
fur 4D ; ontirera OZ perpendiculaire fur le rayon rompu 
MG ; & ayant fait l'angle BOH égal à l'angle ZOM , on 
fera BM.BH:: MZ.MF. Jedis que le point F fera à la 
cauftique par réfraction. 

Car lestrianglesré@angles MEC & MBO,MGC & MLZO 
feront toujours femblables de quelque grandeur que l’on 
fuppofe CH; & partant lorfqu'elle devient infinie , l'on 


aura encore ME(4).MG(b)::8M{(y). ML— 3. Et à 
caufe des triangles femblables OZ M, OBH, l'on aura auffi 
OZ.OB(n.m)::MZ( 2; .BH= 7. D'où lon voit 


que BM(y). BH(<2):: ML (+) MF("2). 


#1 aan ‘ 


Qiÿ 


X Art.133. 


* Art, 13 6. 


FiG. 114. 
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KArt.137. 


XArt.137. 


X Art.132. 
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COROLLAIRE V. 


ï 38.]. eft clair que deux quelconques des trois points 
B,C,F, étant donnés , on peut facilement trouver le 


troifiéme. 
EXEMPLE I. 


: 39.8 IT la courbe AMD un quart de cercle qui ait 
pour centre Îe point C; foient les rayons incidens BA, 
BM, BD paralleles entr'eux, & perpendiculaires fur CD ; 
{oit enfin la raifon de màr, comme 3 à 2, qui eft celle 
que fouffrent les rayons de lumiere en paflant de l'air dans 
le verre. Puifque la dévelopée du cercle MD fe réunit 
en un point C quien eft le centre , il s'enfuit que fi l’on dé- 
crit une demi-circonférence ME£C qui ait pour diamétre 
lerayon CA, & qu'on prenne la corde CG—2CE; la li- 
gne A1G fera le rayon rompu , fur lequel on déterminera 
le point F, comme l'on a enfeigné ci-devantart. 133. 
Pour trouver le point Hoù le rayon incident 24 per- 
pendiculaire fur 444D touche la cauftique par réfrac- 


Qu )= 30 3CA. Erfi l’on décrit 


une demi-circonférence CN D qui ait pour diamétre le 
rayon CD, & quon prenne la corde CN = 5CD ;ileft 
clair * que le point N fera à la cauftique par réfraction, 
puifque le rayon incident 8D touche le cercle 4MD au 

point D. | 
Si lon mene 4? parallele à CD ; il eft vifible * que la 
portion FH= AH — MF— ? PM : de forte que la cauf- 
Ve 


tique entiere HEN=TCA—DN= —— CA. 

O1 1e quart decercle 4 MD eft concave vers les rayons 
incidens BA, & que laraifon demàn foit de 2à3; on 
prendra fur la demi-circonférence CEM qui a pour dia- 
métre le rayon CM, la corde CG—<CE, & on tirera le 
rayon rompu 44G fur lequel on déterminera le point F par 
la conftruétion générale art. 133. 
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Onaura* AH (=== ) —=— 28, c'eft à dire que ÆHfera *4rr.137. 


ANT mm 71 





du côté * de la convexité du quart de cercle 4MD, & 
double du rayon Æ4C. Et fi l'on fuppofe que CG oui CE 
foit égale à CA; il eft manifefte que le rayon rompu MF 
touchera le cercle 4M4D en A, puifqu'alors le point G fe 
confondra avec le point 41 D'où 1l fuit que fi Ë on prend 
CE—2CD, lepoint M tombera au point W où la cauf- 
tique AFN* touche le quart de cercle 4MD. Mais lorf- x grrr 37. 
que CE furpañle + CD , les rayons incidens ZM ne pour- 

ront plus fe rompre, c’eft à dire pañler du verre dans l'air; 

puifqu’il eftimpoflible que CG perpendiculaire fur le rayon 

rompu M6 , foit plus grande que CM: de forte que tous 

les rayons qui tomberont fur la partie MD fe réfléchiront. 


Si l’on mene 4? parallele à CD ; il eft clair * que la 4.132. 
portion F4— AH— MF++PM : de forte que menant 
NK parallele à CD , la cauftique entiere HFN — 2CA 


3 pe 71 == Vs 


MArt,1 36. 





z 


E xEmMPLE Il. 


140.S O1T la courbe ÆMD une logarithmique fpirale Fic. 117. 
qui ait pour centre le point À , duquel partent tous les 
rayons incidens 4M. 
Il eft clair * que le point E tombe fur le point 4, c'eft *.4rt.or. 
à dire que 47. Si donc l'on met à la place de 4 fa va- 
leury dans a —- valeur * de MF lorfque la courbe *.4rr.133. 
eft concave du côté du point lumineux ; on aura MF —46; 
d'où l’on voit que le point F tombe fur le point G. 
Si l’on mene la droite 4G, & la tangente MT ; l'angle 
AGO complément à deux droits de l'angle 4GM, fera égal 
à l'angle AMT. Car le cercle qui a pour diamétre la ligne 
CA, pañlant par lespoints 4 &t G , les angles 4G0, AMT 
ont chacun pour mefure la moitié du même arc 4M. Il 
eft donc évident que {a cauftique AGN eft la même lo- 
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garithmique fpirale quela donnée 44D, & qu'elle n’en 
différe que par fa pofition. 


PrRorosiTIiOoN IL 


Probléme. 


Lo 
Fra. 118. [ 41. LL, cauffique HE par réfrattion étant donnée avec 


fon point lumineux B, € la raifon dem àn ; trouver une in- 
finité de courbes telles que AM, dont elle foit cauflique par re- 
fraftion. 

Ayant pris à difcrétion fur une tangente quelconque 
HA, le point 4 pour un des points de la courbe 441, on 
décrira du centre 8 & del'intervale Z 4 l’arc de cercle 
AP, & d'un autre intervale quelconque ZM un autre are 


de cercle; & ayant pris 4E = © PM, on décrira en en- 
velopant la cauftique HF une ligne courbe EM, qui cou- 
pera l'arc de cercle décrit de l'intervale 841, en un point 
* Art.132. M qui fera à la courbe cherchée, Car* PM. 4E ou ML 
::M.0 
AUTRE SOLUTION. 


142 () N cherchera fur une tangente quelconque FM; 
autre que 74, le point Mtel que HF+ FM + — BM 


—HA+— BA. C'eft pourquoi fi l'on prend FK— _ BA 


1" 
+ AH— FH, & qu'on trouve fur FK un point Af tel que 
*Art132. MK= = BM, il fera * celui qu'on cherche. Or cela fe 


Fic. 119. peut faire en décrivant une ligne courbe Gr telle que me- 
nant d'un de fes points quelconque 41 aux points donnés 
B,K,lesdroites M8, MK, elles ayent toujoursentr’elles 
un même rapport que #7 à #. Il n'eft donc queftion que de 
trouver la nature de ce lieu. 

Soit pour ceteffet menée AZR perpendiculaire fur BK, 
& nommée la donnée BK, 4; & les indéterminées BR, 
x5 RM, y. Les triangles réctangles BRM, KRM donne- 
ront BM=Vxx + y » À mue Elus 

C 
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de forte que pour remplir la condition du Probléme, l’on 


24mMmINx —— aamm 


MN — xx, quieft un lieu au cercle que l’on 
conftruira ainfi. 


Soit prife 86 = —"—, & BQ — TT , & foit décrit du 


diamétre GQ la demi-circonférence GMO: je dis qu'elle 
fera le lieu requis. Car ayant OR ou BQ—BR— "+, 


M fi 








& RGoOuUBR— BG—x— —— ; la propriété du cercle, 
qui donne Q2RxRG— RM, donnera en termes analyti- 


LL LAMMX — aamm w 
ques y De ONE —— Nr Fe 


Si les rayons incidens BA, BM font pauses à une FiG. 120; 
droite donnée de pofition , la premiere folution aura tou- 
jours lieu ; mais celle-ci deviendra inutile, & on pourra lui 
fubftituer la fuivante. 

Soit prife FZ—AH— HF ; & ayant mené ZG pa- 
rallele à 42 & perpendiculaire fur 4? , on prendra ZO 
== — ZG, &on tirera L? parallele à GO , & P Mparallele 
à GL. Il eft clair “ que le point, M fera celui qu'on chet- * #4, 32: 
che ; car puifque LO — — LG, ML=—= — PM. 

Si la cauftique FHpar réfraétion, fe réunit en un point ; 


les courbes 447 deviennent les Ovales de Defcartes, qui 
ont fait tant de bruit parmi les Géometres. 


COROLLAIRE ÎI. 


Ù 430 N démontre de même que dansles cauftiques par 
réfléxion* , que les courbes 444 {ont de nature différente x bi Us 
entr'elles, & qu'elles ne font géométriques que lorfque la è 
cauftique HFpar réfraétion eft géométrique & réétifiable. 


 CorROLLAIRE II. 


144. | a E ligne courbe 4 étant donnée avec le Fic. r2r. 
point lumineux 8 , & laraifon de # à # ; trouver une infi- 


KR 
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nité de lignes tellesque DN, en forte que les rayons rom- 
pus MN fe rompent denouveau à la rencontre de ces li- 
gnes D N pour fe réunir enun point donné C. 

Si l’on imagine que la ligne courbe HF foit la cauftique 
par réfraétion de la courbe donnée M, formée par le 
point lumineux B ; il eft clair que cette même ligne HF 
doit être aufli la cauftique par réfraétion de la courbe cher- 
chée DN, ayant pour point lumineux le point donné c. 


* Ant, 13 2. C'eft pourquoi" © BA+ AH—= © BM + MF+FH, & 
NF+FH— < NC=HD — 2 DC; & partant —B4+44 
= —BM+MN + HD — — DC+ — NC ; & tranfpo- 
fant à l'ordinaire , — 8.4 — = BM+ — DCHAD—=MN 


w — NC. Ce qui donne cette conftruétion. 


Ayant pris à difcrétion fur un rayon rompu quelcon- 
que ZH le point D pe un de ceux de la courbe cher- 
chée DN', on prendra fur un autreraÿon rompu quelcon- 


que MF la partie MK — — BA — _ BM + — DC+24D,; 
+ Art, 142, & ayant trouvé, comme ci-deflus *, le point A tel que 
* Art,132 NK = — NC, ileft clair * qu'il fera à la courbe DK. 


COROLLAIRE, GE NE RAL, 
Pour les trois Séttions précédentes. 


* Art. 80. 145.] L eft manifefte * qu'une ligne courbe n’a qu’une 

: ‘8 er * feule dévelopée, qu'une feule cauftique par réfléxion, & 

115.128. QU une feule par réfraction , le pointlumineux &. le rapport 

399. 134. des finus étant donnés, lefquelles lignes font toujours géo- 

143. métriques & réttifiables lorfque cette courbe eft géométri- 
que. Au lieu qu'une même ligne courbe peut.êtrela deve- 
lopée, & l'une & l’autre cauftique dans le même rapport 
des finus, & dans la même pofition du point lumineux, 
commune à une infinité de lignestrès différentes entr'elles, 
ét qui ne font géométriques que lorfqué cette courbe eft 
géométrique & réctifiable. 


1120 nacre 
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SecrTiron VIiIl. 


Ufage du Calcul des différences pour trouver les points 
“des lignes courbes qui touchent une infinité de lignes 
données de pofition, droites ou courbes. 


PROPOSITION l. 


Probléme. 


Y 
146.N O1T donnée une ligne quelcongne AMB, gui ait Fic. 122, 
pour axe la droite AP ; foient de plus entendues une infinité de 
paraboles AMC, AmC, gui pajfent toutes par le point À, & 
quiayent pour axes les appliquées PM, pm. Z/ faut trouver 
la ligne courbe qui touche toutes ces Paraboles. 

Il eft clair que le point touchant de chaque parabole 
AMC ef le point d'interféétion C où la parabole 4x€, 
qui en eftinfiniment proche, la coupe. Cela pofé, & ayant 
mené CK parallele à 44P , foient nommées les données 
AP , x; PM, y 5 & les inconnues 4K, # ; KC, x. On aura 
par la proprieté de la parabole, 4P° (xx). PK (4u—2ux 
+xx):: MP(y). MP —CK(y— x). Ce qui donne xxx 
= 24xy — üuy , qui eft l'équation commune à toutes les 
paraboles telles que ÆMC. Or je remarque que les in- 
connues AK (4) & KC(x) demeurent les mêmes, pen- 
dant queles données 4P (x) & PM(y) varient en deve= 
nant 4p &pm ; & qu'il n'arrive que KC(x) demeure 
la même , que lorfque le point C eft celui d'interféc- 
tion : car il eft vifible que par tout ailleurs la droite KC 
coupera les deux paraboles AMC, AmC en deux diffé. 
rens points, & qu'elle aura par conféquent deux valeurs 
qui répondront à la même de 4K C'eft pourquoi fi l'on 
traite # & x comme conftantes, en prenant la différence 
de l'équation que l’on vient de trouver , on détermine- 
ra le point C à être celui d'interféétion. On aura donc 
2xxdx == 2uxdy + auydx —uudy : d'où l'on tire l'inconnue 


R ÿ 











132 A NALTYSS 

| 2x4 dy — 2yxdx 

AK(u) = sh igds €N Mettant pour x fa valeur 
"7 ; & la nature de la courbe AAB étant donnée, 


On trouvera une valeur de dy en dx, laquelle étant fubfti- 
tuée dans la valeur de 4K, cette inconnue fera enfin ex. 
primée en termes entiérement connus & délivrés des dif. 
férences. Ce qui étoit propofé. 

Si au lieu des paraboles 441, on propofoit d’autres li- 
gnes droites ou courbes dont la pofition fût déterminée, 
on réfoudroit toujours le Problème à peu près de la même 
maniére : & c’eft ce que l'on verra dans les Propofitions fui- 
vantes. : 

EXEMPLE. 


] 47Q E l'équation xx = 44y — 4} exprime la nature 
de la courbe 48 : elle fera une demi-ellipfe qui aura pour 
petit axe , la droite 48— 4 perpendiculaire fur AP, & 
dont le grand axe fera double du petit. 

On trouve xdx — 24dy — 4ÿ4y ; & partant ZK 


CES) mer — 4. D'où il fuit que fi l'on prend 
ÆK quatriéme proportionnelle à A4P , PA, ÆB, & quon 
mene XC' perpendiculaire fur AK; elle ira couper la para. 
bole AMC au point cherché C. | 

Pour avoir la nature de la courbe qui touche toutes 
les paraboles, ou qui paile par tous les points C ainfi trou- 
vés , on cherchera l'équation qui exprime la relation de 


AK (#) à XC(x)en cette forte. Mettant à la place de 
£ fa valeur — dans xxx = 2uxy — uuy, l’on en tire 
# 5: & partant x ou Eur Si donc lon 
met ces Valeurs à la place de x & dans xx = 44 — 4yy, 
on formera l'équation #4 — qAa — ax Où x & y ne fe 
tencontrent plus, & qui exprime la relation de AKà K<ç. 
D'où lon voit que la courbe cherchée eft une parabole 
qui a pour axe Ban BA, pour fommet le point 8, pour 
foyer le point 4, & dont le paramétre par conféquent eft 
quadruple de 42, | | 








L 3 
#3 
UT 
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à af 3 4 19 . fs 
On vient de trouvery = —, d'où l'on tire KC (x) 


are Or comme cette valeur eft pofitive lorfque 


27 furpañle z, négative lorfqu'il eft moindre , & nulle lorf 
u’il lui eft égal :1l s'enfuit que le. point touchant € tombe. 
au deflus de 4? dans le premier cas, comme l'on avoit 
fuppofé en faifant lecaléul; au deflous dans le. fecond,, & 
enfin fur 42 dans le troifiéme. | 
Si l'on mene la droite 4C qui coupe A£P en G;.je dis 
que MG = BO. & que le paint Geft le foyer de la para- 


24Y —— isa 


bole AMG. Car 1°. AK(<). KC (——) 1:48 (x }i 
PG = 2y—a. & partant MG —4 — y = BQ. 2°. Le para- 
metre de la parabole 4 H4C, eft — 44 —4yen mettant pour 
xx fa valeur 44y — 4yy ; & partant 41C («4 — y) eft la qua- 
triéme partie du paramétre: d’où l'on voit que le pointG 
eft le foyer de la parabole ; & qu'ainfi l'angle Z 4C doit être 
divifé en deux également par la tangente en 4. * 

J1 fuit de ce quele paramétre de la parabole 441C eft 
quadruple de BQ, que le fommet 47 tombant en 4, le 
paramétre fera quadruple de 4B, & qu'ainti la parabole, 
qui a pour fommet le point 4, eft afymptotique de celle 
qui pañle par tousles points € = :— CNT | 

Comme la parabole RC touche toutes les paraboles 
telles que AMC il eft chair que toutes ces paraboles cou- 
peront la ligne déterminée 4C en des points. qui feront 
plus proches du point 4 que le point C..Or l'on démon- 
tre dans la Baliftique (en fuppofant que 4K foit horizon- 
tale ) que toutes les. paraboles telles que 44C marquent 
le chemin que décrivent en l'air des Bombes qui feroient 
jettées par un Mortier placé en 4 dans toutes les :éléva- 
tions poffibles avec la même force. D'où il fuit que filon: 
mene une droite qui divife par le milieu l'angle 8 4C : elle 
marquera la’potition que doit avoir le Mortier ; afin que Îæ 
Bombe qu'il jette , tombe fur le plan Z4C donné de pofi- 
tion, énun point Cplus éloigné du Mortier; qu'en toute: 
autre élevation.. | HO aoE 
ph Ku 











F1c, 123. 
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_PrRorosirion IL 
Problème. 


I 48.5 O1T donnée une courbe quelconque AM, qui ait 
pour axe la! droite AP ; trouver une autre courbe BC telle 
qu'ayanrmené à difcrétion l'appliquée. PM, & la perpendi- 
culaire PC a cette courbe, ces deux lignes PM, PC foient 
toujours égales entr'elles. | 

Si l’on conçoit une infinité de cercles décrits des cen- 
tres ? ; p, & des rayons ?C ,pCégauxà PM, pm ; il ef 
clair que la courbe cherchée ZC doit toucher tous ces 
cercles, & que le point touchant C dechaque cercle eft 
le point d'interféétion où le cercle qui en eft infiniment 

roche, le coupe. Cela pofé , foit mené CK perpendicu- 

Lire fur 42 ; foient nommées les données & variables 
AP, x; PM ou PC, y;les inconnues & conftantes ZK, 
4; KC,125 & l’on aura par la proprieté du cercle Pc 
— PK° + KC°, c'eft à direen termes analytiques W=XX 
— 24X 4 00 2x Qui eft: l'équation commune à tous 
ces cercles; dont la différence eft.2ydy = 2xdx — 2udx : 
d'où l'on tire PK (x —n— "#2 ; Ce qui donne cette conf: 
truétion générale. SPA TER TE 

Soit menée MQ_ perpendiculaire à la courbe 2427 ; & 
ayant pris PKk—PQ, foittirée KC parallele à 44 : je dis 
qu'elle rencontrera le céréle décrit du centre? & du 
rayon ?C— PM au point C, où iltouche la courbe cher- 
chée BC. Ce qui eft évident ; puifque PQ — à u 

On peutencore trouver la valeur de ?K de cette autre 
maniere. | 3 K 

Ayant mené PO perpendiculaire fur Cp , les triangles 
réctangles. pOP,, PKC feront femblables ; & partant ?p 


(dx).Op(dy):: PC(y). PK =, à 
LorfquePQ = PM, il ef clair que le cercle décrit du 
rayon PC, touçhera KC au point K:de forte que le point 
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touchant C fe confondra avec le point K; & tombera par 
conféquent fur l'axe. 

Mais lorfque PQ furpañlera PM , le cercle décrit du 
rayon ?C ne pourra toucher la courbe 8C ; puifqu'il ne 
pourra rencontrer la droite KC en aucun point. 


EXEMPLE. 


149.6 o1T'la courbé.donnée ZM , une parabole.’ qui Fic, 123. 
ait pour équation #x=—=yy. On aura PQ ou PK(x—4) 
+4; & par conféquent x —=+44#, À ÿy—= TS 44+ xx 
à caufe dutriangle réétangle ?KC. Or fi l'on met ces va- 
leurs dans zx—yy, on formera l'équation + 44 + au—aa 
HAL OU 44 + 4m —%XX, qui exprime la nature de la 
courbe 8C. D'où il eft clair que cette coufbe eft la même 
parabole que AM; puifqu’elles ont l’une & l’autre le même 
paramétre +, & que fon fommet 8 eft éloigné du fommet 
A de la diftance B4— 74. 


Et. à 


PROPOSITION JIIL 


Problème. 


15 0.8 O1T donnée une ligne courbe quelconque AM , gai Pic, 12 4 
ait pour diametre la droite AP, @& dont les appliquées PM, 
pm /oient paralleles à la droite AQ donnée de pofition; &: 
ayant mené MQ , mq paralleles à AP , foient tirées les 
droites PQC, pqC. On demande la courbe AC qui 4 pour 
tangentes toutes ces droites : on, ce qui eff la même chofe, 
il s'agit de déterminer fur chaque droite PQC le point tou- 
chant C. re ah À MVL Vu 

: Ayant imaginé une autre tangente pgC" infiniment pro- 
che de PQC, & mené CKparallele- à 4Q; on nomméra 
les données & variables 4? , x; PM ou AQ,. y;-les in- 
“connues & conftantes AK, «# ; KC , 2x3 & les triangles 
femblables ?4.2.,.PKC donneront-4? (x).24,@ (y) 


:: PK(XH4) KC(K)=y + -qui: ef l'équation 
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commune à toutes les droites telles que KC. Sa différen: 
ce eft dy + em 0, d'où l’on tire 4K {4 }— Pas Fe 
Ce qui donne cette confruétion générale. 

Soit menée la rangente M7 , & foirprife 4K troifiéme 
proportionnelle à A7, ÆP : je dis que fi l’on mene KkC pa- 
rallele à 4Q, elle ira couper la droite PQC au point cher- 


ché C. 
Car AT (=), AP (xys: AP(X). AK = ET 


EXEMPLE I 


CY 

FiG. 124. 1$ 1 o 1T la courbe donnée 441, une parabole qui ait 
pour équation #x==7y. On aura AT — AP; d'où il fuit 
que AK (#)==x, c'eft à dire que Le point K tombe fur le 
point 7. Si l’on veut à préfent avoir une équation qui ex- 
prime la relation de 4K (4) à KC (x); on trouvera 
KC(«)=—= 2; , puifque l’on vient de trouver que ?X eft 
double de 4P. Mettant donc à la place de x & y leurs va- 
leurs z & Lx dans x —yy, on aura 444 —2% : d'où l'on 
voit que la courbe AC eft une parabole qui a pour fommet 
le point 4 , & pour paramétreune ligne quadruple du pa- 
ramétre de la parabole 4. 


EXEMPLE Il. 


Fic. 125. 15 2,6 OIT la courbe donnée M, un quart de cercle 
BMD qui ait pour centre le point 4, & pour rayon la li- 
gne AB où D, que j'appelle +. Il eft clair qe PQ eft 
toujours égale, au rayon AM ou 42, c’eft à dire qu'elle 
eft par tout la même : de forte que l’on peut concevoir 
que fes extrémités ? , Q_gliffent le long des côtés 84, 
AD de l'angle droit B 4D.Onaura 4Kk(4) — =, puifque 
AT ="; &les paralleles KC,4Q donneront 42 (x). PQ 


# 





É- ei Fa mr , £ 
(4) :: AK (55)0 ==, D'où l'on voit que pour avoir 


le point-touchant’C , il n'y a qu'à prendre 2c troifiéme 
propor- 
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ptoportionnelle à PQ & AP. Si l'on cherche l'équation 
qui exprime la nature de la courbe BCD, on trouvera 


celle-ci, #5—3aaut+ ogatwu— a°=o. 
HILL HE 2I442X HATAX 
+ ZX — 344x° 
’ ii x° 


COROLLAIRE Î. 


15 3, l'on veut chercher le rapport de la portion DC 

de la courbe BCD à fa tangente C? , l’on imaginera une 

autre tangente cpinfinumént proche de CP ; & ayant dé- 

crit du centre Cle petit arc PO, l’on auracp—C? ou Op 
2xd# 


« ’ AA —=— 
— C—= —<, pour la différence de CP— = : 


d'oùl’ontireC = OP? + =, Or à caufe des triangles réc- 
tangles femblables O0 ? 4, PpO ; l'on aura PQ (a ). AP (x) 
.: Pp(dx).09? =" . & partant CC — ins — Dc—Dpr.Il 
eft donc manifefte qu'en quelque endroit que l'on prenne 
le point C ; l’on aura toujours DC — De( ). CP — cp 


ee )::3,.2. D'où il fuit que la fomme de toutes. les 


différences DC— De qui répondent à la droite ?D, ceft 
à dire * la portion DC de la courbe ZCD , eft à la fomme 
de toutes les différences C? — cp qui répondent à la même 
droite 2D , c'eftà dire* à larangente C? : : 3. 2. Et de mé- 
me que la courbe entiére BCD eft à fatangente BA::3.2. 


COROLLAIRE II. 


J 54.8 1 l’on développe la courbe BCD en commençant 
par le point D ,* on formera la ligne courbe DNF telle que 
CN.CP::3. 2. puifqueCAN eft toujours égale à la portion 
DC de la courbe 2CD. D'où il fuit que les fécteurs fem- 


blables CN1 , CPO font entr'eux :: 9 : 4: & partant que l'ef- 


pace DCN renfermé par les courbes DC, DN, & par la 
droite CAN qui eft rangénte en €, & perpendiculaire en 
d 


* Art. 96. 


* Art.96. 
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N ,eft àl'efpate DC? renférmé par la courbe DC, & pat 
les deuxtangentes DP , C? , comme 9. à 4. 


Core STE III, 


— 
155.0 ,r centre de pefanteur du. fé&eur CW4 doit être 
fitué fur l'arc 20; ii CP—=<CAN. Et comme cet arc 
eft infiniment petit , 1l s'enfuit que ce centre doit étre fur la 
droite 4D ; & partant que le centre de pefanteur'des ef. 
paces DCN, BDF qui font compofés de tous ces féc- 
teurs, doit être fur cette droite 4D : de forte que fi lon 
décrivoit de l'autre côté de BF une figure toute pareille 
à BDF, le centre de pefanteur de la figure entiére feroit 
au point À. 


CoOROLLAIRE IV. 


1] 6.A caufe des triangles réétanglés femblables 20 A, 
?PO l'on aura PQ(a ) à ÆQ ou PM (V aa — XX ) :: Php (dx), 
P0 — TETE Et à caufe des fé£teurs femblables CPO, 


CNn,l'on aura auffi C? .CN,ou2.3:: PO UE) N'y 





k 411.2, —= PE, Or le réétangle 447 »x Pp, c’eft à dire* le 


petit efpace circulaire MPpm= dx V3 xx On aura 
|: donc 4ABxNn—ÀMPpm: d'oùil fuit que la portion WD 
Ï de la courbe DNF étant multipliée par le rayon 48, eft 
fefquialtére du fegment circulaire DA14P , & que la courbe 
entiére D WF eft égale auxtrois quarts de BA1D quatriéme 
partie de la circonférence du cercle. | 


PROPOsiITION IV. 
Probléme. 


F1G. 126. 157.8 O1IT donnée une courbe quelconque AM ; qui ait 
pour axe la droite AP ; 6x Joient entendues une infinité de per- 
|. pendiculaires MC ,mC 4 certe courbe. On demande la courbe 
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qui a pour tangentes toutes ces perpendiculaires : ou ce qui eff 
La mème chofe , ilfaut trouver fur chaque perpendiculaire MC 
le point touchant C. 

Ayant imaginé une autre perpendiculaire #C infini- 
ment proche de MC, avec une a pliquée 42? , l'on me- 
nera par le point d’interféétion C les droites CK perpendi- 
culaire & CE parallele à l'axe: ayant enfüite nommé les 
données & variables AP, x; PM ,y5 les inconnues & conf- 


tantes ÆZK, # 3 KC, x; l'on aura PO ="? , PK ou CE 


—4—x, ME = +2: êcles triangles réétangles fembla- 
‘ bles MPQ,MEC donneront? (y ). Po (5) :: ME(y4X). 


dy + ra , 
EC(u— x)", qui eft une équation commu- 
ne à toutes les perpendiculaires telles que MC , & dont 
la différence ( en fuppofant dx conftante ) donne — dx 
sais sde" he day. 


AN « , j 1 là 
d'où l’on tire ME (x+y)= ET. 


Or la nature de la courbe Æ M étant donnée, l’on aura des 
valeurs de dy” & ddy en dx”, lefquelles étant fubftituées 


dx*+dy* «y 
dans 7 , donneront pour Æ£E une valeur entiérement 





connue & délivrée des différences. Ce qui étoit propolé. 

Il eft évident que la courbe qui pañle par tous les points 
c, eft la dévelopée de la courbe 441; & comme l'on en 
a traité exprès dans la Seétion cinquiéme, il feroit inutile 
d’en donner ici des éxemples nouveaux. 


PROPOSITION Y. 
Probléme. 
15 8.1) EU x lignes quelconques AM, BN étant données Frc, 


avec une ligne droite MN qui demeure toujours la même; on 

fappofe que les extrémités M, N decette ligne gliffent conti- 

nuellement le long des deuxautres ; * l'on demande la courbe 

qu'elle touche toujours dans ce mouvement. 

Ayant mené les taugentes 447”, NT", &ipnagree une au: 
| Si 


127, 
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tre droite #7 infiniment proche de AN, & qui la coupe 
par conféquent au point C où elle touche la courbe dont 
il s’agit de déterminer les points. Il eft clair que la droite 
MN, pour parvenir en ##, a parcouru par fes extrémités 
les petites portions Mn, Nn des lignes AM > BN, lefquel- 
les font communes à caufe deleur infinie petitefle, aux tan- 
gentes7 M, TN: de forte que l'on peut concevoir que la 
ligne AN pour parvenir dans la fituation infiniment pro- 
che »», ait gliflé le long des droites 7 M, TN données de 
polition. | 

Cela bien entendu, foient menées fur N7 les perpen- 
diculaires M? , CK; foient nommées les données & va- 
riables TP , x; PM, y;lesinconnues & conftantes TK ,#: 
KC, x; &t la donnée AZ N qui demeure par tout la même , 
4. Letriangle ré&angle MPN donnera PN — Vaa —yy; 
&t à caufe des triangles femblables NPM, NKC, l’on au- 
ra NP (Vaa— y) PM(y)::NK (4x —Vaa y). 


KC (x) = | 
— aaxdy —aaydx +y'4x = aady — yydyVaa — yy : d'où 








— y. dont la différence donne aaudy 
Vaa — ÿy 


en faifant Vaz — yy — m pour abréger, l’on tire ?K (4—x ) 
m3 dy + mmydx To m3 + mmx 
= ga m8 CN Mettant pour ydx fa va. 


leur xdy, à caufe des triangles femblables RM, MPT ; 


& partant MC— 
tion. | 

Soit menéé 7° E perpendiculaire fur A4N, & foit prife 
MC= NE : je dis que le point C fera celui qu’on cher- 
che. Car à caufe des triangles réétangles femblables 
MNP,TNE,lonaura MN (4). NP(m):: NT (m+x),. 
NE ou MC— "EE, 

Autre maniére. Ayant mené 7'E perpendiculaire for MN, 
& décrit du centre C les petits arcs MS, NO, on nommera 


les données WE, r; ET , s; MN, 4; & l'inconnue CM: 
On aura $# ou Onde ; & les triangles réétangle (nm. 


mm = mr 
RSR 


: C€ qui donne cette conftruc- 


4 
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blables MET &mSM ,NET &nON ,CMS & CNO don- 
neront ME(7r—4).ET(s)::mS (dr). SM— —. Et ME 


(n. ET (9::20(dÿ).ON—"T. Et MS—NO(—"#— ), 


MS (<=): : MN(a). MC(#)—7+r. Ce qui donne la 
même conftruttion que ci-deflus. 
Si l'on fuppofe que les lignes 4 , BN foient des droi- Ld 
tes qui faffent entr'elles un angle droit ; ileft vifible que la 
courbe cherchée eft la même que celle de l'art. 1 $ 2. 


ProPosirion VI. 
Problème. 


159 S O1ENT données trois lignes quelconques L,,M ,N ; Frc. 128. 
d' foient entendues de chacun des points L,, 1 de lu ligne X, 
deux tangentes LM € LN,imeélin, aux deux courbes M 
NN, une a chacune.On demande la quatrième courbe C , qui 
ait pour tangentes toutes les droites MN , mn qui joignent les 
points touchans des courbes M, N. 

Ayant tirélatangente ZE , &t mené par un de fes points 
quelconque E les perpendiculaires EF, EG furles deux au- 
tres tangentes MZ , NZ , on concevra que le point / foit in- 
finiment près du point Z ; ontirera les petites droites ZE, 
ZK perpendiculaires fur #/, n/; comme auf les perpendi- 
culaires MP, mP, NO, n.9 fur les tangentes MZ , ml, 
NZ, nl, lefquelles perpendiculaires s'entrecoupent aux 
points ? & Q. Tout cela formera les triangles réétangles 
femblables EFZ, & ZHI, EGL & ZKI ; comme auf les 
triangles ZMH & MPm, Lnk & NOnréttangles en H & 
m,K& AN, quiferont femblables entr'eux , puifque les an- 
gles ZMH, MPm étant joints l'un ou l'autre au même 
angle PMw, font un droit. On prouvera de même, que 
les angles ZnK , NQn fontégaux entr'eux. | 

Cela pofé, on nomimera le petit côté Mm du polygone 
qui compofe la courbe M, du ; & les données EF,m; EG, 
2; MN ou mn, 4,lVLL où ml, b; NLoun,c; MP où 

: | S il] 








142 ANALYSE | 

MP, fs NO ou nQ, g (je prens ici les droites MP, NO 

pour données, parceque la nature des courbes M,1N étant 

donnée par la fuppofition, on les pourra toujours trou- 
* Art, 78. ver *) ; & l'on aura, 1°, MP(f). MLZ(b):: Mm(du). LH 


LT 


Lu) #Bb {20 Lo) ZEN: Fc 


nf 
* 3°. ZNouZn(c).nQ (g)::2K (nn EE. 


4°. (menant MR parallele à NZ ourl)ml(b).M" (c) 
+ MM (de). MR =. 5°. MR + NN n (+ lue), 
MR (%):: MN(a). MC =. Ce qu'il fal- 
loit trouver. 

Si la tangente EZ tomboit fur la tangente MZ, il eft 
clair que EF (") deviendroit nulle ou zero ; & partant 
que le point cherché € tomberoit fur le point 4. De 
même fi la tangente EZ fe confondoit avec la tangente 
ZN; alors EG (») deviendroit nulle , & l’on auroit par 
conféquent MC=—4: d'où l'on voit que le point cherché c 
tomberoit aufli fur le point N. Et enfin fi la tangente EZ 
tomboit dans l'angle GZZ; en ce cas EG ( n ) deviendroit 


, A , . fr 
négative : ce qui donneroit alors M = nue : & le 
point cherché C ne tomberoit plus entre les points M & 
N, mais de part ou d'autre. 





EXEMPLE JL 


Fic, 129. 160.8 pr GSONS Que les courbes 42 & N ne faflent 
qu'un cercle. Il eft clair en ce cas que =, & f—3; 
ce qui donne MC — Pt ,; d'où l’on voit qu'il ne faut 
alors que couper la droite MN en raifon donnée de # à # 
pour avoir le point cherché C ; c’eft à dire en forte que 
MC.NC::m.n, 


ExEMPLE IL. 





LS ur2OSON s que les courbes A & AN foient une 





DES INFINIMENT PETITS. Z. Part. 143 
Séction conique quelconque. La conftruétion générale fe 
peut changer en cette autre qui eft beaucoup plus fimple , 
{i l’on fait attention à une proprieté des Séétions coniques, 
que l’on trouve démontrée dans les Livres qui en traitent : 
fçavoir que fi l'on mene de chacun des points Z, / d'une 
ligne droite EZ deux tangentes ZM & LAN, Im & In à 
une Séétion conique ; toutes les droites MN, mn qui joi- 
gnent les points touchans, fe couperont dans le même 
point C, par Re paffe le diametre 4C , dont les ordon- 
nées font paralleles à la droite EZ. Car il fuit de R , que pour 
avoir le point C, ilne faut que mener un diamétre qui ait 
fes ordonnées paralleles à la tangente EZ. 

Il eft évident que dans le cercle, le diamétre doit être 
perpendiculaire fur la tangente EZ ; c'eft à dire qu'en me- 
nant de fon centre 4 une-perpendiculaire 43 fur cette 
tangente , elle coupera la droite MAN au point cher- 
ché C. | 


REMARQUE. 


162( ), peut pat le moyen de ce Problême réfoudre 
celui-ci qui dépend de la Méthode des T'angentes. 

Les trois courbes C, M, N, étant données, on fera rou- 
ler une ligne droite M AN autour de la courbe C, en forte 
qu elle la touche continuellement ; on tirera par les points 
M, N, où elle coupe les courbes M & N, les tangentes 
MZ, NL quis’entrecoupenten un point Z, lequel décrit 
dans ce mouvementune quatriéme courbe Z!. Il s'agit de ti- 
rer latangente ZE de cette courbe, la pofition des droites 
MN , ML, NZ étant donnée avec le pointtouchant C. 

Car il eft vifible que ce Problème neft que l'inverfe du 
précédent, & qu'ici MC eft donnée : ce qu'on cherche , c’eft 
la raifon de EF , EG, qui détermine la pofition de la tan- 
gente EZ. C'eft pourquoi fi l’on nomme la donnée MC, b; 

bbyhy 
af — cf b? 
& par conféquent la tangente ZE doit être tellement fi- 
tuée dans l'angle donné MLG , que fi lon mene d'un de 


l’on aura Re —— h : d'où l’on tire mM— 


FrG. 128. 
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fes points quelconque E les perpendiculaires EF, EGfut 
les côtés de cet angle, elles foient toujours entrelles en 
raifon donnée de 66gh à accf— ccfh. Or cela fe fait en 


menant MD parallele à NZ, & égale à TT 


Fi. 129. Il eft évident * que fi les deux courbes M & N nefont 

* 4.161. qu'une Séétion conique, il ne faudra que tirer la tangente 
LE parallele aux ordonnées du diamétre qui pafle par le 
point C. 





SECTION 
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CR PO IX. 


Solution de quelques Problémes qui dépendent des 
Méthodes précédentes. 


PRopPoOsirTIoN L 
Probléme. 


163.4 O1T wne ligne courbe AMD (AP—x, PM y, Fr, 130, 


AB = a) telle que la valeur de l'appliquée y foit exprimée 
Par une frallion, dont le numérateur @ le dénominateur de. 
viennent chacun xero lorfque x == , eff àdire lorfque le point 
P tombe fur le point donné B. On demande quelle doit être 
alors la valeur de l'appliquée BD. 

Soient entendues deux lignes courbes 4WB , CO, qui 
ayent pour axe commun la ligne 42 , & qui foient telles 
que l'appliquée PA exprime le numérateur., & l'appli- 
- quée 20 le dénominateur de la fraétion générale qui con- 





P 

clair que ces deux courbes fe rencontreront au ‘point B; 
puifque par la fuppofition PN & PO deviennent chacune 
zero lorfque le point P tombe en 3. Cela pofé , fi l'on 
imagine une appliquée éd infiniment proche de ZD , & 
qui rencontre les lignes courbes 4N2 , COB aux points 
ABxbf 

bz 
Il neft donc queïtion que de trouver le rapport de 6g à 
bf. Or il eft vifible que la coupée 4? devenant 42 , les 
_ appliquées ?N, PO deviennent nulles, & que 42 deve- 

nant 46 , elles deviennent #f, 6g. D'où il fuit que ces 8 
pliquées, elles mêmes #f, 6g, font la différence des appli- 
quées en B & à par rapport aux courbes 4NB, COB ; & 
partant que fi l'on prend la différence du numérateur , & 
qu'on la divife par la différence du dénominateur , après 


ne: > 7 ABXPN 
vient à toutes les PAL: de forte que PM== 2, Il eft 





f, g; l'on auraéd — ; laquelle * ne différe pas de BD. 


Mr ArT: 2: 








KG. 131, 
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avoir fait X==7-—= 40 où AB, l'on aura la valeut cherchée 
de l’appliquée #£/ou BD. Ce qu'il falloit trouver. 


ExEMPLE I. 
À 3 


164. OITY=—= EE, Il eft clair que lorf. 
a—Vax3 

quex —=4, le numérateur & le dénominateur de la frac- 

tion deviennent égaux chacun à zero. C'eft pourquoi 





À | a3 dx 2x34d%x aadx 
l'on prendra la différence == — 5 du nu- 
243% — x a Vaax: 
2 : 344x 
mérateur, & on la divifera par la différence — -; du dé- 
4Va3x 


nominateur, après avoir faitx=—=#, c'eft à dire qu'on di- 
vifera — + «dx par — dx; ce qui donne2fz pour la va- 
leur cherchée de 8D. 


ExEemPLE Il. 





ë 
7 


165. OIT y= = 7. On trouve y— 24 ; lorfque 











= 4, 

On pourroit réfoudre cet éxemple fans avoir befoin 
du calcul des différences , en certe forte. 

A yant Ôté lesincommenfurables , on aura AAXXH2AAXY 
— AXYy — 243X + 44 44)) —24°y ==0, Qui étant divifé 
par x — 4, fe réduit à &ax — 4° + 24aÿ — ayy—=0 ; & fub- 
ftituant z pour x, 1l vient comme auparavant y = 24. 


LEMME. 


166.8 O1T zne ligne courbe quelconque BCG, avec une 
ligne droite AË qui la touche au point B, & fur laquelle 
foient marqués à difcrétion deux points fixes À , E. Si l’on 
fait rouler cette droite autour de la courbe , en [orte qu'elle la 
touche continuellement ; il ef clair que les points fixes À, E 
décriront dans ce mouvement deux courbes AMD, ENH. S: 
l'on mene à préfent DL parallele à AB , € qui faf[e par con/t- 
quentavec DK (fur laquelle je fuppofe la droite AË lor/qu’elle 
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touche La courbe BCG en G) l'angle KDL égal à Pangle 
AOD fait par les tangentes en B, G; © que l’on décrive 
comme on voudra , du centre D l'arc KFL: 

Je dis que DK. KFL :: AE. AMD + ENH. Jçavoir + 
lorfque le point touchant tombe toujours entre les points décri- 
vans, @ — lorfqu'il les Laiffe toujours du même côté. 


Car fuppofant que la droite AE en roulant autour de 
la courbe BCG foit parvenue dans les pofitions MCN, 
mCn infiniment proches l'une de l’autre, & menant les 
rayons DF, Dfparalleles à CA, Cm :il eft clair que les féc- 
teurs DFf, CMm, CNn feront femblables ; & qu'ainfi 2F. 
Ff::CM.Mm::CN.N#::CM+CNouAE.Mm+ Nr. 
Orcommé cela arrivera toujours en quelqu'endroit que fe 
trouve le point touchant €, il s'enfuit que le rayon DK ef 
à l'arc KF Z fommede tous les petits arcs Ff:: 4E. AMD 
+ ENH fomme de tous les petits arcs Mm+ Nn. Ce qu'il 
falloit démontrer. 


CoOROLLAIRE I. 


167. eft vifible que les courbes 4MD, ENH font 
formées par le dévelopement de la même courbe 8C6; 
& qu’ainfi la droite ZE eft toujours perpendiculaire fur 
ces deux courbes dans toutes les politions où elle fe ren- 
contre ; de forte que leur diftance eft par tout la même; 
ce qui eft la proprieté des lignes paralleles. D'où l’on voit 
qu'une ligne courbe AMD étant donnée, on peut trouver 
une infinité de points delacourbe ENH fans avoir befoin 
de fa dévelopée 8CG, en menant autant de perpendicu- 
laires que l’on voudra à cette courbe, & les prenant toutes 
égales à la droite 4E. 


CoOoROLLAIRE II. 


168.8, la courbe ZCG a fes deux moitiés 8€, CG en- 
tiérement femblables & égales, & que l’on prenne Îles 
droites 84, GH égales entr'elles ; il eft clair que les cour- 
bes AMD, ENH feront femblables & dues en forte 


Ti 
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qu'elles ne différeront que par leur pofition. D’où il fuit 
que la courbe AMD fera à l'arc de cercle KFL::21 4E, 
DK. c'eft à dire en raifon donnée. 


PrRrorostrIonN IL 


Problème. 


Fi. 132. 1 69.8 OIENT deux courbes quelconques AEV, BCG, 
avec une troifiéme AMD telle qu'ayant décrit par le dévelo- 
pement de la courbe BCG une portion de courbe EM, 4 relz- 
tion des portions de courbes AË, EM, d° des rayons de la dé- 
velopée EC, MG foit exprimée par une équation quelconque 
donnée. On propofe de mener d'un point donné M fur la éourbe 
AMD /4 sangente MT. 

‘ Ayant imaginé une autre portion de courbe ex infini- 
ment proche de E47, & les rayons de la dévelopée CeF, 
GR ; Soit, 1°. CH perpendiculaire fur CE, & qui rencon- 
tre en Æ la tangente EH de la courbe AEF. 2°. ML pa- 
rallele à CE, & qui rencontre en Z l'arc GZ décrit du cen- 
tre A1 & du rayon 44G. 3°. GT perpendiculaire fur MG, & 
qui rencontre en 7 la tangente cherchée 447. 

On nommera enfuite les données ZE, x; EM, y: CE, 4; 
CM; x;CH,5;EH,t;larc GZ, r: d'où l'onaura Ee—dx, 
Fe où Rm — du — dx; & les triangles rétangles fembla- 
bles «FE, ECH donneront CE (2). CH(s):: Fe(dz).FE 


=. Et CE(4).EH(r):: Fe (dx). Fe (dx) =" 
# #2 


*An.166. Orparle Lemme*RF—me="%; & partant RM(RF—%r, 


+me— ME+ME—MEF) —"* + dy + is Donc à 
caufe des triangles réétangles femblables #.R M. M GT lon 
aura/eR (dx). RM(E+ EE + dy):: MG(x).GT=r 
+ — +5, Mais fi l'on met dans la différence de l’é- 
quation donnée à la place de du & dx leurs valeurs dx & 
tax 


—, l'on trouvera une valeur de dy en dx, laquelle étant 
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fubftituée dans _ ; il viendra pour la foutangente cher- 


chée GT une valeur entiérement connue & délivrée des 
différences. Ce qui étoit propolé. 

Si l’on fuppofe que la courbe 8CG fe réunifle en un ic. 13; 
point O ;1left vifible que la portion de courbe ME(y) xt 
fe change en un arc de cercle égal à l'arc GZ (r), & que : 
lesrayons CE(#), GM(x) de la dévelopée deviennent 
égaux entr'eux : de forte que G7', qui devient en ce cas 


4Ay 


OT, fe trouvera =y + 5+ 7. 


EXxEMPLE. sd 


170. oOI1T y=—— ; les différences donneront dy Fic. 133. 


LA x — x4 | 
= 5 (on prend * — x dz, au lieu de + xd25* Arr, 8. 


: il x — xt, 
parceëque x & Ÿ croiffant , x diminue }= = — : 281) 


d 
mettant pour dx fa valeur = ; & partant OT (y+s 
Cd l'ENS FL NL Slt x 
= Ye SR y ? en mettant pour — 
fa valeur. 
REMARQUE. 


171 S 1 le point‘ tombe fur l'axe 4B, & que la courbe Fic, 134: 
AET foit un demi-cercle ; la courbe A444D fera une demi- 
roulette, formée par la révolution dâun demi - cercle BSN 
autour d'un arc égal 8G AN d’un cercle décrit du centre O ; 
& dont le point générateur 4 tombera dehors, dedans, ou 
{ur la circonférence du demi-cercle mobile BSW, felon 
que la donnée fera plus grande, moindre, ou égale à O7. 
Pour le prouver, & déterminer en même temps le point Z. 
Je fuppofe ce qui eft en queftion, fçavoir que la cour- 
be {MD eft une demi-roulette , formée par la révolu- 
tion du demi-cercle BSN, qui a pour centre le point X 
centre du demi-cercle AEF, autour de l'arc BGN décrit, 
du centre O ; & concevant Que CE derni-cercle BSN s arré-. 


te dans la fituation BGN telle que le point décrivant 4 
Ti. 
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tombe fur le point M7, je mene par les centres des cercles 
générateurs la droite OK qui pañle par conféquent par le 
point touchant G;& tirant KSE, J obferve que les trian- 
gles OKE, OKM font égaux & femblables, puifque leurs 
. trois côtés font égaux chacun à chacun. D'où il fuit 
.19. Que les angles extrêmes AZOK, EOK font égaux ; & 
qu'ainfi les angles MOE, GOB le font auffi : ce qui don- 
neGB. ME::0B.0E. 2°. Que les angles A1KO , EKO font 
encore égaux; & qu'ainfi les arcs GN,88, qui les mefu- 
rent , le font aufli : la même chofe fe doit dire de leurscom- 
plémens GB, SN, à deux droits; puifqu'ils appartiennent 
à des cercles égaux. Or par la génération de la roulette, 
l'arc GB du cercle mobile eft égal à l’arc GZ de l’immo- 
bile. J'aurai donc SN. ME ::O0B.OE. Celapofé, 
Je nomme les données O7, & ; KŸ7 ou KA ,'e; & l’ins 
connue KB,4.J'a 0B—bæ+c—1;& les féteurs fem- 
blables KEA , KSN me donnent K£(c) . KS (#)::4AE 


(x), SN =“, Et partant OZ (BH € — #). OE(X) 
::SN(—). EM (y) = =. D'où je tire 
KB (au) — 








b 





C be CC y / ; 
—. Îl eft donc évident que fi lon prend 


‘T 
bc ce 
KB—="— + 
cercle BSN & l'arc BGN; la courbé AMD fera une de- 
mi-roulette décrite par la révolution du demi - cercle 
BSN autour de l'arc BGN, & dont le point décrivant 4 
tombe dehors, dedans , ou fur la circonférence de ce cer- 


cle , felon que X77 (c) eft plus grand, moindre, ou égal à 
KB __ ), c'eft à dire felon que # eft plus grand, moin- 


dre, ou égalà OF (8). 
COROLLAIRE I. 


, & qu'on décrive des centres K& o le demi- 





172], eft clair que EM(y).AE(x)::KB x OE(ux). 
OBx KW (6c4 cc —#c). Orfi l’on fuppofe que O8 devien- 
ne infinie ; la droite OE le fera aufi , & deviendra pa- 
rallele à OZ , puifqu'elle ne la rencontrera jamais ; les 
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arcs concentriques BGN, EM deviendront des droites pa- 
ralleles entr'elles, & perpendiculaires fur OZ, OE : & alors 
la droite EM fera à l'arc 4E :: KB. KW. parceque les droi- 
tesinfinies OE, OB ne differant entr'elles que d'une gran- 
deur finie, doivent être regardées comme égales. 


CoROLLAIRE Il. 


173 D E ce que les angles MKO , EKO font égaux, 1] fuit 
que les triangles MKG, EKB ferontégaux & femblables ; 
& qu'ainfi les droites 446, EB font égales entr'elles. D'où 
l’on voit*que pour mener d’un point donné 4 fur la rou- * 41.43. 
lette, la perpendiculaire MG , iln'y a qu'à décrire du cen- 
tre O l'arc ME, & du centre 4 de l'intervalle EB un arc de 
cercle qui coupera labafe BGN en unpoint G, par où & 
par le point donné M l'on tirera la perpendiculaire requifc. 


CoRoLLAIRE III. 


174.U N point G étant donné fur la circonférence du 
demi-cercle mobile BGN ; filon veut trouver le point A 
de la roulette fur lequel tombe le point décrivant 4 lorf- 
que le point donné G touche la bafe, il ne faut que pren- 
dre l’arc SN égal à l'arc BG, & ayant tiré le rayon XS qui 
rencontre en E la circonférence AE, décrire du centre 
O l'arc EM. Caril eft évident que cet arc coupera la rou- 
Lette au point cherché 2. 


PRoPosiTiION JIl. 
Probléme. 


175 O1T #ne demi-roulette AMD décrite par la révolu- Fic. 135. 

tion du demi-cercle BGN autour d'un arc égal BGN d'un au- 136. 

tre cercle, en forte que les parties révolues BG, BG foient 

toujours égales entr'elles ; foit le point décrivant M pris fur le 

diametre BN dehors, dedans , on fur la circonférence mobile 

BGN. On demande le point M de la plus grande largeur de 

la demi roulette par rapport à [on axe OA. 
Suppofant que le point A4 foit celui qu'on cherche, il 








* Art, 47. 


x 
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eft clair * que la tangente en M doit être patallele à l'axe 
OA ; & qu'ainfi la perpendiculaire MG à la roulette, doit 
être aufli perpendiculaire fur l'axe qu’elle rencontre au 
point ?. Cela pofé, fi l'on mene OK par les centres des 
cercles générateurs, elle pañlera par le point touchant G ; 
& fi l'on tire KZ perpendiculaire fur MG, on formera les 
angles égaux GKZ, GOB;& partant l'arc ZG qui eft le dou- 
ble de la mefure de l'angle GKZ , fera à l'arc GB mefure 
de l'angle GOB, comme le diamétre ZA eft au rayon O8. 
D'où il fuit que pour déterminer fur le demi-cercle BGN 
le point G, où 1l touche l'arc qui lui fert de bafe lorfque 
le point décrivant M tombe fur celui de la plus grande 
largeur ; il faut couper le demi-cercle BGN en un point 
G, en forte qu'ayant tiré par le point donné M la corde 
ZG , l'arc ZG foit à l'arc BG en raifon donnée de Z N à 08. 
La queftion fe réduit donc à un Problême de la géomé- 
trie commune qui fe peut toujours réfoudre géométri- 
quement lorfque la raifon donnée eft de nombre à nom- 
Dre ; mais avec le fecours des lignes dont l'équation eft plus 
ou moins élevée, felon que la raifon eft plus ou moins 
compofée. 

Si l'on fuppofe que le rayon OB devienne infini ,. com- 
me il arrive lorfque la bafe BG N devient une ligne droi- 
te ; 1l s'enfuit que l'arc ZG fera infiniment petit par rap- 
port à l'arc GB. D'où l’on voit que la fécante MG de- 
vient alors la rangente M7, lorfque le point décrivant 
ÎM tombe au dehors du cercle mobile 3 & qu'il ne peut y 
avoir de point de plus grande largeur lorfqu'il tombe au 
dedans. | 

Lorfque le point M tombe fur la circonférence en À, 
il ne faut que divifer la demi-circonférence BGN en 
raifon donnée de BN à OB au point G. Car le point G 
ainfi trouvé , fera celui où le cercle mobile ZGN tou- 
chela bafe , lorfque le point décrivant tombe fur le point 
cherché. 


LEMME 
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LEMME IL 


Ê 76.K N éout triangle BAC , dont les angles ABC, ACB, Fire. t57. 
€ CAD complément à deux droits de l'angle obtus BAC, 
font infiniment petits ; je dis que ces angles ont mème rapport 
entr'eux que les cotes AC, AB, BC , aufquels ils [ont oppofez. 
Car fi lon circonfcrit un cercle au tour dutriangle B.4C, 
les arcs AC , AB , BAC, quimefurentles doubles de ces 
angles, feront infiniment petits, & ne différeront * point * ws. z. 
par conféquent de leurs cordes ou foutendantes. 
Si les côtés 4C, AB, BC du triangle 84C, ne font pas 
infiniment petits, mais qu'ils ayent une grandeur finie: il 
s'enfuit que le cercle circonfcrit doit être infiniment 
grand ; puifque les arcs 4C', 48 , BAC, qui ontune gran- 
deur finie, doivent ètre infiniment petits par rapport à ce 
cercle, étant les mefures d’angles infiniment petits, 


PRoPposiTionN ÎV. 
Probléme. 


" 
177.1 ,Es mêmes chofes étant pofees ; il faut déterminer fur Fire, x 36. 
chaque perpendiculaire MG, le point C ox elle touche la de- 136. 
velopée de la roulette. | 
Ayant imaginé une autre perpendiculaire #g infini- 
ment proche de MG, & quila coupe par conféquent au 
point cherché C, on tirera la droite Gm; & ayant.pris fur 
la circonférence du cerclemobile le petit arc Gg égal à 
l'arc Gg de l'immobile, on menera les droites A£g, Ze, KG ; 
Og. Cela pofé, fi l’on regarde les petits arcs Gg, Gg comme 
de petites droites perpendiculaires fur lesrayons Kg, Og, il 
eft clair que le petit arc Gz du cercle mobile tombant fur 
l'arc Gz de l’immobile , le point décrivant 47 tombera fur 
m, en forte que le triangle GMg fe confondra avec le 
triangle Gmg. D'où l'on voit que l'angle ÆGm eft égal à 
l'anglezGz—GKg + GOg; puifqu'ajoutant de part & d’au- 
tre les mêmes angles XGg,0Gg,l'on en compofe deux droits. 
Ornommant les données 0G ,6; KG, 45GM ouGm;,"; 


V 











* Art.176. 


* bia. 


* Ibid, 


FIG, 1354 
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GI ou Ze, n; l'on trouve, 1°, OG. KG::GKe. GOzg. Et 
0G (b)..0G+ GK où OK(Ë+4):: CKg . GKg + GOg 
ou MGM —= Le GKg. 29,.* I. MI. GAME. Mit. Et IE M7 
ou MG(m).18(2)::GMg+ Mgl ouGIgou=:GKe.GMz 
ou Gmg — = GKe. 3°. * L'angle'’MCm où MGm— Gmg 


(EE — EE GKG). Gmg (= GKg):: Gm (m) . GC 


BE bmn 
TT 2am += 10m — br 


Et par conféquent le rayon cherché MC 
2amm = 2bmm 
2 AIN men 2099 —— bn" 

Si l’on fuppofe que le rayon OG (6) du cercle immo- 
bile devienne infini, fa circonférence deviendra une li- 
gne droite; & en effaçant les termes 24m, 24M , parCe- 
qu'ils font nuls par rapport aux autres 26mm, 26m — bn, 


20m 
l'on aura MC= >—- 


de la dévelopée fera —= 


COROLLAIRE JL. 


17 8.D E ce que l'angle MGm— cour GKg , & de ce 


que les arcs de différens cercles font entreux en raifon 
compofée des rayons & des angles qu'ils méfüurent; il fuit 
que Ge. Mm::KG x GKe.MGx = GK. Et par con- 
féquent aufli que KG x Mm— = MGxGg;ou(ce qui 
eft la même chofe) que KGx Mn. MG x Ga:: OK(a+b). 
OG (6). quieft une raifon conftante. D'où l’on voit que la 
dimenfon de la portion Æ4M de la demi-roulette MD, 
dépend de la fomme des MG x Gg dans l'arc GR; & c’eft 
ce que M. Pafcal a démontré à l'égard des roulettes qui 
ont pour bafes des lignes droites. 

M. Varignon eft tombé dans cette même propriété par 
une voye très différente de celle-ci. à 


COROLLAIRE Il. 


179.1, ORSQUE le point décrivant AZ tombe hors de 





= Rs — En — 
En 
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la circonférence du cercle mobile, ilatrive neceffaitement 
l'un des trois cas fuivans. Car menant la tangente M7, 
le point touchant G tombera 1°. Sur l'arc TB, comme 
l'on a fuppofé dans la figure en faifant le calcul; & alors 


MC( TP) furpaffera toujours MG (m). 2°. Sur le 


2am = 20m bn 







+= 


eh 


24m += :.bmm ) 


' Ci 
point touchant 7"; & l'on aura pourlors MC(=—— ) 


BR — 


— M, puifque ZG (n) s'évanouüit. 32. Sur l'arc TN; & alors 
la valeur de GZ (#) devenant négative de pofitive qu'elle 


1: ; ___ 2ammæ4ibmn ., | 
étoit, l’on aura AC — AE D | de forte que MC 


fera moindre que 416 (m), & toujours pofitif. D'où il eff 
évident que dans tous ces cas, la valeur du rayon MC de 
la dévelopée eft toujours pofitive. 


PT) Rs RE un —— 





à = 


—- 


RE = 


— - EE 
Er, 4 
hs = 


L 


> = 0 ee a  — ne — 


COROLLAIRE Ill. 


— = 
RS 
= 


180. ORSQUE le point décrivant 47 tombe au de- Fre, 136, 
dans de la circonférence du cercle mobile, on a toujours | 
MC == 2amm = 2bmm 


Lame 20m — Un ? 
2am+ 20m, & qu’ainfi la valeur du rayon MC de la dé. 
velopée foit négative : d’où lon voit que lorfqu'elle cefle 
d'être pofitive pour devenir négative , comme il arrive 
* lorfque le point 42 devient un point d'infléxion, il faut *.4r,8r. 
néceffairement alors que 6n—= 24m + 2bm 3 & partant que 


z Ô ; 
MI x MG(mn— mm)== "TE, Orfi lon nomme la 
donnée KM, c; l'on aura par la propriété du cercle M1 » 


MG ( 2e + ir \=— BM x MN(aa—cc )ce qui donne l’in- 


connue MG (m) = Veil, Donc fi l'on décrit du 
point donné M comme centre, & de l'intervalle MG 


EE — "#5 
—— — 


ê& 1l peut arriver que &» furpañle 


—"— 


a E 


= 


= 


us  — 
=" 


_ V s—Ÿ% un cercle ; il coupera le cercle mobile en 
Li jt 
un point G, où il touchera le cercle immobile qu lui fert 
de bafe , lorfque le point décrivant {tombera für le point 


d'infléxion F. ÿ 
Vi 








Pic. 13 8. 
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Pic. 135. 


56 ANALYSE 
Si lon mene AR perpendiculaire fur BN; il eft clair que 


— 


cette MG ( VErTs fera moindre que MR (Vaa—cc), & 
qu’elle lui doit être égale lorfque # devient infinie , c’eft 
à dire lorfque la bafe de la roulette devient une ligne 
droite. : sé 

Il eft à remarquer , qu'afin quele cercle décrit du rayon 
MG coupe le cercle mobile, ilfaut que 4G furpañle MN, 


c'eft à dire que Va 5 furpañfe a—c 3; & quainfi KM 
Li + b 


(c) furpañle =. D'où il eft manifefte qu'afin qu'il y ait 
un point d'infléxion dans la roulette A4D , il faut que 
KM foit moindre que KN, & plus grande que Per 


LEMME Ill 


181 S O1ENT deux triangles ABb,CDd qui ayent chacun 

an de leurs cotés Bb, Dd infiniment petit par rapport aux 
autres : je dis que le triangle ABb ef au triangle CDd en 
7aifon compofte de l'angle BAD 3 l'angle DCd , & ds quarré 
du côté AB ou Ab 44 quarré du côté CD oz Cd. 

Car fi lon décritides centres 4, C, & des intervalles 
AB, CD, les arcs de cercles BE, DPF; ileft clair * que les 
triangles 4Bb, CDd ne différeront point des fééteurs de 
cercles 4BE, CDF. Donc, &c. 

Siles côtés 42, CD font égaux, les triangles AB; 
CDd feront entr'eux comme leurs angles B 44, DCd. 


PROPOSITION V. 
Probléme. 


182 Le Smèêmes chofes étant toujours pofées ; on demande 
la quadrature de l'efpace MGBA renfermé par les perpendicu- 
laires MG , BA 4 la roulette, par l'are GB, Gpar la portion 
AM de la demi-roulette AMD , en fuppofant la quadrature 


du cercle. 


L'angte GHMe( = GKg) eft à l'angle MGM ( — GKg); 
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comme * le petit triangle 44Gg qui a pour bafe l'arc Gg du *,4rt. 181: 
cercle mobile , au petit triangle ou féêteur G24»; & par- 
tant le fééteur G Mm — TMGgx mn —= +2 MG 
MGg en nommant 417 ,p, êt mettant pour # 





2ap + 2bp 
bn 


fa valeur p+. Or* le petit triangle ou fééteur KGzg x 4rr.187r. 
eft au petit triangle 44Gg en raifon compofée du quarré 
de KG au quarré de MG , & de l'angle Gkg à l'angle 


GMzg; c'eft à dire :: #4 x GKg . mmx — GKg. & par- 


tant le petit triangle MGCI—= — KG&. Mettant donc cet- 


et 


27 


\ - 2b 
te valeur à la place dutriangle 314Gg dans == MGg, 


Late 14 2 php 
l'on aura le fé£teur GMm = — Mer + — 5 KG. 


& ab 


Mais à caufe du cercle, GX x M1(pm)— BM x MN 
fcc— aa) qui eft une quantité conftante, & qui demeu- 
re toujours la même en quelqu'endroit que fe trouve le 
point décrivant M; & par conféquent GMm+ MGg ou 
mGg, ceft à dire le petit efpace de la roulette G#2g 
nr es MGg+ << © KGg. Donc puifque GMmg 
eft la différence de l’efpace de la roulettte MGBA, & MGg 
celle de l’efpace circulaire MGB , renfermé par les droites 
MG,MB,& par l'arc GB,8& que de plus le petit fééteur K Gg 
eft la différence du fé£teur KGB:; ils'enfuit “que l’efpace de * ,4rt. 06. 











cr UE 


la roulette MGBA= + MG B+ His 


Ce qu'il falloit trouver. 
Lorfque le point décrivant #7 tombe hors Ha circonfé- Fic. 139. 
rence BGN du cercle mobile, & que le point touchant G 
tombe fur l'arc N7';1left vifible * que les perpendiculaires * y,180, 
MG , mg s'entrecoupent en un point €, & qu'on a pour 
lorsm—p—n. D'où il fuit que le petit fétteur GA» 
an —- 21h 


= MG + ET MG = MG 


+ + KGg, en mettant comme auparavant pour le 


Vi 
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vi 
z 


petit triangle A4Gg fa valeur = KGg ; & partant que G 44» 


* Art, 96. 


FrG. 135. 


Fic. 136. 


Fi. 140. 


2a—9h 


— MGgou mGg, c'eft à dire MCm—GCg=— —5 MGg 





+ ES" KGZ, en mettant pour pm fa valeur cc — ve. 
44 


Or fuppofant que TH foit la pofition de la tangente 7 4 
du cercle mobile , lorfque fon point 7 touche la bafe au 
point Z';ileft clair que MCm—GCg—MGTH-—meT FH, 
c’eft àdire la différence de l’efpace M4GT H, & que MGe eft 
ceile de MGT , demême que XGg celle de KG7. Donc* 


; — 30 SIN 

l'efpace MGTH—— = : 2 MGT + sr MU 

Mais, comme l’on vient de prouver , l’efpace HT BA 
ET pq Xe 8 KB. Et partant on aura tou- 


a Bab 
jours & dans tous les cas l'efpace MGBA(MGT H+HT BA) 


DL EN — don LE 
=" yTB— MOT où MGBH EEE XCT 


-- K7° 5 ou KGB. 

Donc lefpace entier D N B A renfermé par les 
deux perpendiculaires à la roulette DN, B 4, par 
l'arc de cercle B&N, & par la demi-roulette 4MD , eft 


= 2434 " IEEE x KNGB; puifque le fééteur KGB 


b aa 
& l’efpace circulaire AGB deviennent chacun le demi- 
cercle KNGB , lorfque le point touchant G tombe au 
point N. 

Lorfque le point décrivant Mrombe au dedans du cercle 
mobile , il faut mettre 44 — cc à la place de cc—u4 dans les 
formules précédentes;parcequ’alors BMx MN = 44 — cc. 

Si l’on fait c— 4, l'on aura la quadrature des roulettes 
qui ont leur point décrivant fur la circonférence du cercle 
mobile ; & fi l'on fuppofe £ infinie, l'on aura la quadrature 
de celles qui ont pour bafes des lignes droites, 











AUTRE SOLUTION. 


18 30 N décrit du rayon OD l'arc D”, & des diamé- 
tres 47, BN les demi-cercles EF, BSN; & ayant décrit 
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à difcrétion du centre O l’arc EM renfermé entre le demi« 
cercle EF & la demi-roulette AMD , l'on mene l'appli- 
quée EP. Il s'agit de trouver la quadräture de lefpace 
AEM compris entre les arcs ZE , EM, & laportion 44 
de la demi-roulette 4MD. 

Pour cela, foit un autre arc em concentrique & infini- 
ment proche de EM, une autre mt br ep , une autre 
Oe quirencontre l'arc ME pre AS eft neceffaire ) au 
point F. Soient nommées les variables Oe, x5F7P ,45 l'arc 
AE, x, & comme auparavant les conftantes OB, 6; KB ou 
KN,4a;KV'ouK4, c:l'onaura Fe—dx, Pp=du, OP—2 


axx 


+bÜ—cCH+L4, PE = 2CU — UU , l'arc EM*— Le êt par- XArt.172. 


tant le réétangle fait de l'arc EM par la petite droite Fe, 


5 A1. à ax xdx \ 
c’eft à dire“ le petit efpace EMme= ——. Or à caufe *A4rr, 2, 


du triangle réétangle OPE ; xx=—= aa + 24b+ 00 — 2ac 
— obc+cc+ 2au+ 264 , dont la différence donne xax. 
—adu + bdu, Mettant donc cette valeur à la place de xdx, 


d 9 # d b d s 
dans EE = , l’on aura le petit efpace E Mme — ET 


Maintenant fi l'on décrit la demi-roulette AH7° par la 
révolution du demi - cercle 4EF fur la droite 7 7 perpen- 
diculaire à 74, & qu'on prolonge les appliquées PE, pe 
jufqu'à ce qu'elles la rencontrent aux points H, h:il 
eft clair * que EH x Pp, c'eft à dire le petit efpace EHhe * AA172. 
— xdu; & qu'ainfi EMme ( er ). EHhe(xdu)::aa 
+ 4b.bc. qui eft une raifon conftante. Or puifque cela 
arrive toujours en quelqu'endroit que fe trouve l'arc EM, 
il s'enfuit que la fomme de tous les petits efpaces EMme, 
c'eft à dire l’efpace AEM, eft à la fomme de tous les pe- 
tits efpaces EHbe, c’eft à direà l'efpace 4EH : : aa + ab. 
bc. Mais l’on a * la quadrature de l'efpace 4AEH dépendam- *4rr, 90. 
ment de celle du cercle; & partant aufli celle de l’efpace 
cherché Æ4EM. 
Ceci fe peut auffi démontrer fans aucun calcul , comme 
j'ai fait voir dans les Aétes de Leypfic au mois d'Aouft de 
l’année 1695. 














X Art, 33. 
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On peut encore trouver la quadrature de l'efpace EE 
fans avoir recours à l’art. 99. Car fi l'on acheve les réétan- 
gles PQ, pq, l'onaura QgouHR.Pp ou Rh:: EP .PA ou 
HQ.. puifque * la tangente en Æ eft parallele à la corde 
AE ; &c partant HQ x O g=— EP x Pp, c'eftà dire que les pe- 
tits efpaces HQ gh, EPpe font toujours égaux entr'eux. 
D'où il fuit que l'efpace 4H.2 renfermé par les perpen- 
diculaires 4Q, QH, & par la portion 4H de la demi- 
roulette AHT , eft égal à l'efpace AZ2E renfermé par les 
perpendiculaires 4? , PE, &par l'arc 4E. L'efpace ZEH 
fera donc égal au réttangle ?Q moins le double de l'ef- 
pace circulaire APE ; c'eft à dire au réétangle fait de PE 
par KA plus ou moins le réttangle fait de K? par l'arc 
ÆE, felon que le point ? tombe au deflous ou au deffus 
du centre. Et par conféquent l'efpace cherché 4EM 


ant 4b 


== — PExRA+KPXAE, 


CoOROLLAIRE Î. 


sd 
I 84.4, ORSQUE le point ? tombe en K, le ré€tan- 
gle KP x AE s'évanoüit, & le réétangle PE x KA devient 
égal au quarré de K4: d'où l’on voit que l'efpace 4E4 


aac += abc 
b 


cft alors — - ; & par conféquent il eft quarrable ab- 
folument & indépendamment de la quadrature du cercle. 


CoROLLAIRE Il 


I 85. 1 l'on'ajoûte à l’efpace EM le feéteur KE ; 
l'efpace 4KEM renfermé parles rayons {K, KE, par l'arc 
EM, & par la portion M de la demi- roulette 4MD, 
fe trouve (lorfque le point ? tombe au deffus du centre K} 





bec +- be —— — 24b + ab 
— bic 2aûc + 2abe 2444 2REN pp GAS a PEx KA: & 
26c bc ) 
2aac + 2abc + bcc 


partant fi l'on prend FP (4) “=== — (ce qui rend 
bee D osane D + aber — vases — sais ; 
nulle la valeur de ==> —<— 4E), l'on aura 


l'efpace 


ETES 
LL 
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Tefpace 4KEM = — # PEx KA. D'où l’on voit que fa 
quadrature eft encore indépendante de celle du cercle. 

Il eft vifible qu'entre tous les efpaces 4AEM & AKEM ; 
il ne peut y avoir que les deux que l’on vient de marquer ; 
dont la quadrature toit ab{oluë. 





AVERTISSEMENT. 


Tout ce que l'on vient de démontrer à l'égard des roulettes 
extér'eures fe doit auf entendre des intérieures, C’efl à dire de 
celles dont le cercle mobileroule au dedans de l'immobile ; en 
obfervant que les rayons KB(a), KV (c) deviennent néga- 
tifs de pofitifs qu'ils étoient. C'eff pourquoi il faudra changer 
dans les formules précédentes , les fignes des termes où à & c 
fe rencontrent avec une dimenfion impaire. 


REMARQUE, 


ê s6.] L y a certaines courbes qui paroiffent avoir un point 
d'infléxion, & qui cependant n’en ont point ; ce que je 
crois à propos d'expliquer parun éxemple , car cela pour- 
roit faire quelque difficulté. 


Soit la courbe géométrique NDN, dont la nature eftpie. 


exprimée par l'équation x — RE (AP=Xx, PN—= 2), 


Lx — HA 





dans laquelle il eft clair 1°. Que x étant égale à 4; PN 
(x) s'évanoüit. 2°. Que x furpañfant z, la valeur de x eft 
pofitive ; & qu'au contraire lorfqu'il eft moindre , elle eft 
négative. 3°. Que lorfque x=—v=xs , la valeur de ?N 
eft infinie. D'où l’on voit que lacourbe N DA pañle de 
part & d'autre de fon axe en le coupant en un point Dtel 
que 4AD— 4; & qu'elle à pour afymptote la perpendicu- 
lire BG menée par le point 3 tel que 4B—V144. 

Si l’on décrit à préfent une autre courbe EDF, en forte 
qu'ayant mené à difcrétion la perpendiculaire MEN , le 
_ réctangle fait de F'appliquée 247 par la conftante 4D, foit 
X 





e— E «= 2 L 
Rp mn. + — = 
EEE — _— 
= È Es Ps Bu Œ se 


VA OCR. -|S 


Lu 
æ CT NH 


pme." à —_ 
Sn — — 
y 
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toujours égal à l’efpace correfpondant DPN'; ileft vi- 

fible quen nommant ?M, y ; & prenant les différen. 

ces , l'on aura 4D x Rm (ady) = NPpn où NP x Pp 
sde). &e partant Rm (dy). Pp ou RM (dx) 


V LXXx — 94 


-. PN. AD. D'où 1l fuit que la courbe EDF touche l’a- 
Âfymptote 8G prolongée de l'autre coté de Zen un point 
E, & l'axe 4P aupoint D; & qu'ainfi elle doit avoir un 


. CE rl 1 3 
* Art,78. point d'infléxion en D. Cependant on trouve * —— pour 


la valeur du rayon de fa dévelopée , laquelle eft toujours 
négative, & devient égale à —24 lorfque le point 4 
* Art. 81. tombe en D : d’où l’on doit conclure * que la courbe qui 
affe par tous les points 44 eft toujours convexe vers 
Laxe AP, & qu'elle n'a pas de point d'infléxion en D. 
Comment donc accordertout cela ? En voici le dénouëé- 

ment. 

Si l’on prend PA1 du même côté que ?N, on formera 
une autre courbe GD FH qui fera toute pareille à EDF , & 
qui en doit faire partie; puifque fa génération eft la mé- 
me. Cela étant ainfi, l’on doit penfer que les parties qui 
compofent la courbe entiére ne font pas EDF, CDHcom- 
me l’on s'étoitimaginé, mais bien EDA, GDF qui fe tou- 
chent au point D ; car tout s'accorde parfaitement dans 
cette derniere fuppofition. Ceci fe confirme encore par 
cet éxemple. 

Fi. 142, Soit la courbe DMG , qui ait pour équation y*— x" 
+ aaxx— b( AP —=x, PM—=y) Il fuit de cette équa- 
tion que la courbe entiére a deux parties EDH, GDF op- 
pofées l’une à l'autre comme l’hyperbole ordinaire, en forte 


que leur diftance DD ou 24D—=V—2aa + 2VaŸ+ 467. 


Fc. 143.  Silon fuppofe que b s'évanoüifle, la diftance DD s'é- 
"” vanoüira auflis & partant les deux parties EDH , GDF fe 
toucheront au point D : de forte qu'on pourroit penfer à 
préfent que cette courbe a un point d'infléxion ou de re- 
brouffement en D, felon quon imagineroit que fes par- 
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ties feroient EDF, GDH où EDG, HDF. Mais l’on fe dé- 


tromperoit aifément, en cherchant le rayon de la déve- 


LS 


_ 


lopée: car l'on trouveroit qu'il feroit toujours pofitif, &c 
qu'il deviendroit égal à +4 dans le point D. 
On peut remarquer en pañlant, que la quadrature de Fig, 141 
l’efpace D PN dépend de celle de l'hyperbole :ou (ce qui 
revient au même) de la reétification de la parabole ; & que 
la portion de courbe DMF fatisfait au Problême propofé 
par M. Bernoulli dans le Tome fecond des Supplémens des 
Aëtes de Leipfic , page 291. | | 


"| 


l 
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—— 
SECTION KX. Q 
Nouvelle maniére de Je fervir du calcul des différences 


dans les courbes géométriques , d'où l'on deduit 


la Méthode de M° Defcarres &* Hudde. 


DE'FINITION I. 
FiG. 144 Ç 017 une ligne courbe 4D2 telle que les paralleles 
f > 


45: 146 3 KV à fon diamétre 42 la rencontrent en deux points 
M, AN 5 & foit entenduë la partie interceptée AN ou P 
devenir infiniment petite. Elle fera nommée alors 1a Diffe- 


rence de la coupée 4? , ou KA. 


COROLLAIRE I. 


1 87.1. ORSQUE la partie MN ou P 9 devient infini- 
ment petite; 1l eft clair que les coupées 42, 4 Q. devien- 
nent égales chacune à 4E, & que les points M, N fe réu- 
niflent en un point D : en forte que l'appliquée ED eft la 
plus grande ou la moindre de toutes fes femblables ?M. 
NO. | 


COROLLAIRE II. 


18 8] L eft clair qu'entre toutes les coupées 4? . il nya 
que ÆE qui ait une différence ; parce qu'il n'y a qu'en ce 
cas où 2 Q devienne infiniment petite. 


CoROLLAIRE III. 


a: 
| 89.9; l'on nomme les ‘indéterminées AP Où KM, x; 
PM ou AK, y ; il eft évident que 4K (y) demeurant la 
meme . 1l doit y avoir deux valeurs différentes de x , fça- 
voir KM, KN ou ÆP, 40: C'eft pourquoi il faut que l'é- 
quation qui exprime la nature de la courbe 4DZ foit dé- 
livrée d'incommenfürables, afin que la même inconnue x 
qui en marque les racines ( car on-regardey comme con-. 


nue) puiffe avoir différentes valeurs. Ce qu'il faut obferver 
dans la fuite. | | 
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PrRoPOosiTION 


Probléme. 


190. , A nature de la courbe géométrique ADB érant don- 
née ; déterminer la plus srande on la moindre de [es appliquées 
E D. , | 

Si l’on prend la différence de l'équation qui exprime la 
nature de la courbe, en traitanty comme conftante , & x 
comme variable; ileft clair * qu'on formera une nouvelle 
équation qui aura pour une de fes racines x, une valeur 
AE, telle que l'appliquée ED fera la plus grande ou la 
moindre de toutes {es femblables. 

Soit, paréxemple, x?+y°=—42xy, dont la différence, 
en traitant x comine variable, & y comme conftante, 


donne 3xxdx— aydx ; & partanty = Æ. Si l'on fubfti- 
tue cette valeur à la place de y dans l'équation à la 
courbe x5+9==#xy ; l'on aura pour x une valeur ÆE 
nv 2 , telle.que l’appliquée ED fera la plus grande de 
toutes fes femblables, de même qu'on l’a déja trouvé art. 
43. | | | 
Il eft évident que l’on détermine "de même non feule- 
ment les points D, lorfque les appliquées ED {ont per- 
pendiculaires ou tangentes de la courbe 4DB ; mais auf 
lorfqu’elles font obliques fur la courbe, c'eft à dire lorf- 
sr points D font des.points de rebrouflement de fa 
premiere ou feconde forte. D'où l'on voit que cette nou- 
velle maniére de confidérer les différences dans les cour- 
bes géométriques eft plus fimple & moins embarraffante 
en quelques rencontres, que la * premiere. 


REMARQUE.. 


* Art,138. 


* Set, 2. 


191.) N peut remarquer dans les courbes rebrouffan- F1G. 146. 


tes, que les ?M paralleles à AK; les rencontrent en deux 

points M, O, de même queles KM paralleles à 4? , font 

en M, N :de forte que 4P (x) demeurant la même ,y a deux 
| X 11} 





: jo - 
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différentes valeurs PM, PO. C'eft pourquoi l'on peut 
traiter x comme conftante , & y comme variable, en 
prenant la différence de l'équation qui exprime la na- 
ture de cette courbe. D'où l'on voit que fi l’on traite 
x & y comme Variables , en prenant cette différence, il 


faudra que tous les termes qui multiplient dx d’une part, 


& tous ceux qui multiplient dy d'une autre part , foient 
égaux à zero. Mais 1l faut bien prendre garde que dx & 
dy marquent ici les différences de deux appliquées qui 
partent d'un même point, & non pas (comme ci- devant 
Set. 3.) la différence de deux appliquées infiniment pro- 
ches. 

COROLLAIRE. 


192.9; après avoir ordonné l'équation qui exprime la 
nature de la courbe dans laquelle il n'y a que l'inconnue 
x de variable , l’on en band la différence ; il eft clair 
1°. Qu'on ne fait autre chofe que de multiplier chaque 
terme par l'expofant de la puiffance de x , & par la diffé- 


rence dx, & le divifer enfuite par x. 2°. Que cette divifion 
par x, aufli-bien que la multiplication par dx , peut être 


négligée, parce qu'elle eft la même dans tous les termes. 
3°. Que les expofans des puiffances de x font une progref 
fion arithmétique , dont le premier terme eft l'expofant de 
fa plus grande puifflance, & le dernier eft zero, car on 
fuppofe qu'on ait marqué par une étoile les termes qui peu- 
vent manquer dans l'équation. 

Soit par éxemple x°*— 4yx-+7—0. Si l'on multiplie 
chaque terme par ceux de la progreflion arithmétique 3, 
2, 1, 05 l'on formera l'équation nouvelle 3x? — 4yx = 0, 

a — uyx + y — 0. 
CRT IN CRIES POMET 


3x° U— 4yx k: = 0. 





D'où l'on tirey =, de même que l’on auroit trouvé en 
prenant la différence à la maniére accoûtumée. | 


Cela fuppofé, je dis qu'au lieu de la progreffion arith- 
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métique 3 ; 21:05 l’on peut fe fervir de telleautre progref- 
fion arithmétique qu'on voudra :M+3,M-+2,m1- 1 ,#0, OÙ 
m (l'on défigne par m un nombre quelconque entier ou rom- 


pu, pofitifou négatif). Car multipliant x° *—ayx +y°=— 0 


par x", l'on aura x"+3",&c.—0, dont les rermes doivent 
être multipliés par ceux de la progreffion m+ 3,M42, 
m1, m.chacun par fon correfpondant pour en avoir la 
différence. 


1 | 3 
x T3 à — ax +y x = 0. 
Mm+3; M2 MAI, M. 
mm + 3X 03 Fo —m+ 14y x: my 40 = 0. 


Ce qui donneram + 34045 —m—14ayx "te" ny 70; 
s . . ——————— À —— 
& en divifant par x", il viendra + 3x, —m+14yx-#+my* 


_— , comme l’on auroit trouvé d’abord en mulripliänt 


— 


fimplement l'égalité propofée par la progreilion # +3, 
MHZ, M ls M | | 
Sim=:—3, la progreffion ferao,—1,—2,—3 ; &l'é- 
quation fera 24yx —3yx0. Sim——1, la progreffion 
{era 2, 1,0, — 1; & l'équation 2x — y" ==0. | 
- On peut changer de fignes tous les termes de la progréf. 
fon, c'eft à dire qu'au lieu deo,—1,—2,—3,&2,1,0, 
—1,/lon peutprendreo, 1,2,3, &—2;,—1,0,15 
parce qu'on ne fait par là que changer de fignes tous les 
termes de la nouvelle équation qui doit être égalée à zero. 
Et en effet,au lieu de 24yx—3 ÿ 0 1x5—y}=—0 ,l'onauroit 
—_2ayx +37 = 0, —2% + y" 0; CE qui Eft la même chofe. 
Oril eft vifible que ce que l’on vient de démontrer à l'é- 
gard de cet RE ; S'appliquera de même maniére à tous 
les autres. D'où il fuit que fiaprès avoir ordonné une équa- 
tion qui doit avoir deux racines égales entr'elles, l'on en 
multiplie les termes par ceux d'une progreffion arithméti- 
que arbitraire, l’on formera une nouvelle équation qui ren- 
fermera entre fes racines une des deux égales de la pre- 
miére. Par la même raifon, fi cette nouvelle équation doit 
avoir encore deux racines égales , & qu'on la multiplie pat 
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une progreflion arithmétique , l’on en formera une troifié2 
me qui aura entre fes racines une des deux égales de la fe- 
conde; &ainfide fuite. De forte que fi l’on multiplie une 
équation qui doit avoir trois racines égales, par le produit 
de deux progreffions arithmétiques , l’on en formera une 
nouvelle qui aura entre fes racines une des trois égales de la 
| premiere ; & de même fi l'équation doit avoir quatre raci- 
| nes égales, il la faudra multiplier par le produit de trois pro- 
| greffions arithmétiques ; fi cinq,par le produit de quatre, &c. 
| C'eft Rà précifément en quoi coniifte la Méthode de 
| M. Fludde. | 


ProPposiTiIon IL 
Problème. 


F1. 147, 193.[) UN point donné T fur le diamétre A B, ou du 
| point donné H fur AH parallele aux appliquées ; mener la 
| tangente THM. 
| Ayant mené par le point touchant A l'appliquée MP, 
| êt nommé 47,5; AH, t ; dont l’une ou l’autre eft don- 

née; & les inconnues 4P, x 5 PM, y : les triangles fem- 


blables 74H, TPM donneront y — = bye. TS 


[4 
&c mettant ces valeurs à la place de y ou de x dans l'équation 
donnée, qui exprime la nature de la courbe AMD, 1 on en 
formera une nouvelle dans laquelle y ou x ne fe rencontre- 
ra plus. 

Si l'on mene à préfent une ligne droite 7D qui coupe la 
droite 4AHenG, & la courbe 441D en deux points N,D, 
defquels l'on abbaifle les appliquées NO. DB ; il eft évi- 
| dent que # exprimant 4G dans l'équation précédente , xou 
| | 3 aura deux valeurs 4Q, 4B, ou NQ, DB, lefquelles de- 
viennent égales entrelles, fcavoir à la cherchée 4? ou 
P M lorfque : exprime 4H, c’eft à dire lorfque la fécante 
TDN devient la rangente 7 4. D'où il fuit que cette 
| équation doit avoir deux racines égales. C’eft pourquoi 
on la mulripliera par une progreflion arithmétique ar- 
| Ditraire; 
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bitraire; ce que l’on réiterera, s’il eft néceflaire, en mul. 
tipliant de nouveau cette même équation par une autre pro 
gréflion arithmétique quelconque, afin que par la compa- 
raifon des équations qui en réfultent, l'on en puifle trouver 
une qui ne renfermé que l'inconnue x ou y, avec la don- 
née s ou. L'’éxemple qui fuit éclaircira fuffifamment cette 
Méthode. 


E xEMPLE. 


194 1x ax —=yy l'équation qui exprime la nature 


de la courbe MD. Si l'on met à la place de x fa valeur 
SY———$t 1 : . . : y 
2 , l'on aura tyy, 8CC. qui doit avoir deux racines égales. 


dy — 4$ÿ + ast 0. 


1, 9 ,—— I. 
EE 
14  — ast —o. 


C’eft pourquoi multipliant par ordre ces termes par ceux 
de la progreflion arithmétique 1, 0, — 1, l’on trouvera 
as = yy —=ax ; & partant 4P (x)=5. D'où l'on voit 
qu’en prenant 42 = AT ; & menant l'appliquée PM, la 
ligne 7 M fera tangente en M. Mais fi au lieu de 47 (5), 
c'eft AH (+) qui eft donnée, l'on multipliera la même équa- 
tion #yy , &C. par cette autre progreflion o,1,2, & l'o 
aura la cherchée PM{(y)— 21. 

On auroit trouvé la même conftruétion en mettant pour 


7 fa valeur LEE dans 4x — y. Caril vient ##xx, &cc. dont 
les termes multipliés par 1 , 0, —1, donnent xx=55; 
ê& par conféquent 4? (x) —5, 

COROLLAIRE. 


195 S, l’on veut à préfent que le point touchant M foit 
donné, &c qu'il faille trouverle point 7'ou F7, dans lequel 
la tangente A7 rencontre le diamétre 4B ou la paral- 
lele 4H aux appliquées ; il n'y a qu'à regarder dans la der- 
niere équation, qui exprime la valeur de l'inconnue x où 
y par rapport à la donnée s ous, cette derniere comme 
linçconnue, & x ou y comme çonnue, s: 

D | 





| 
| 
| 





Fic, 148. 


* Art.193. 


* Art. 67. 
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Proposition IL 
| Probléme. 
196.], anature de la courbe géométrique AFD étant don- 


née ; déterminer fon point d'infléxion F. 

Ayant mené le point cherché F l'appliquée FE avec la 
tangente FZ, par le point 4 (origine des x) la parallele 
AK aux appliquées , &t nommé les inconnues ZA, 5; 
AK;,t;AE,X3EF, y:les triangles femblables LAK, LEF 


SEmte FX SY— ft 


donneront encorey= —:—, & x— ; de forte que 





mettant ces valeurs à la place de y ou x dans l'équation à 
la courbe, l’on en formera une nouvelle dans laquelle y ou 
x ne fe rencontrera plus, de même que dans la propofition 
précédente. 

Si l’on mene à préfent une ligne droite 7 D qui coupe la 
droite ZK en H, qui touche la courbe A4FD en M, & la 
coupe en D, d'où l’on abaiffe les appliquées 442, DB:il 
eft évident 1°. Que s exprimant 47°; & +, AH; l'équation 

ue l’on vient de trouver , doit avoir deux racines égales, 
Éavoir* chacune à 4? ou à ? Mfelon qu'on a fait évanouir 
y oux, & une autre 4B, ou BD. 2°. Que s exprimant 
AL ;& +, AK; le point touchant M fe réunit avec le point 
d'interfe&tion D dans le point cherché F : puifque * la 
tangente ZF doit toucher & couper la courbe dans le 
point d'infléxion F ; & qu'ainfiles valeurs 4? , 48 de x ou 
PM, BD de y deviennent égales entrelles, fçavoir l’une 
& l’autre à la cherchée 4E ou EF. D'où il fuit que cette 
équation doit avoir trois racines égales. C’eft pourquoi on 
la multipliera par le produit de deux progreflions arithmé.- 
tiques arbitraires; ce que l’on réiterera, s'il eft néeefaire , 
enla multipliant de même par un autre produit de deux 
progreflions arithmétiques quelconques , afin que par la 
comparaifon des équations quien réfultent, l’on puifle faire 
évanouir les inconnues s &£, 
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ExEMPLE. 


197 S OIT aÿ} — xyy + 24% l'équation qui exprime la na: 
ture de la courbe FD. Si l’on met à la place de x fa valeur 


SP — 9 . 
==, on formera l'équation sy? —s#yy —atyy, &c. 





Sy} — 54ÿ) + A5 — aast = 0. 


— at 
1, O0, —1, Te 
3 » 12" Y; CA 











3 :ÿ° 
qui étant multipliée par 3 ,0,—1,0, produit des deux pro- 
greffions arithmétiques 1,0, —1, —2, &3,2,1,0, 
donne yy== +44; & mettant œœtte valeur dans l'équation à 
la courbe, l’on trouve l’inconnue Æ4E(x)=—7%4. Ce qui 
revient à l'art. 68. 


AUTRE SOLUTION. 


Ï 98.0) N peut encore réfoudre ce Problème en remar- Fc, 149. 
uant que du même point Z ou K on ne peut mener + a 150. 

foule tangente ZFouKF; parce qu’elle touche en dehors 

la partie concave 4F, & en dedans la convexe FD ; au lieu 

que de tout autre pofht 7 ou Æ7, pris fur ZZ ou AK entre 

A & Lou A& K, l'on peut mener deux tangentes TM, 

TD ou HM, HD, l'une delapartieconcave , & l’autre de 

la convexe : de forte qu'on peut confidérer le point d'inflé- 

xion Fcomme la réunion des deux points touchans M &t D. 

Si donc l’on fuppofe que A7 (s ) ou AH(#) foit donnee, & 

qu’on cherche * la valeur de x ou y par rapport à sous; l'on *4rt.194, 

aura une équation qui aura deux racines 4P, 4B, ou PAM, 

8 D qui deviennent égales chacune à lache rchée 4E ouEF, 

lorfque « exprime 4Z & +, AK. Cefl pourquoi l'on mul- 

tipliera cette équation par une progreffion arithmérique at= 

bitraire, &c. kr: - | 


Yi 
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EXEMPLE. 


199.5 O1T comme ci-deflus , 4yy= xyy +44x; l'on aura 
ENCOre 1ÿ° — sy] —ci)ÿ + 445ÿ — aast==0 ; Qui étant 
multipliée par la progreflion arithmétique 1,0,— 1 , —2, 
donne ÿ3 *— ay — 2#4t—0, dans laquelle s ne fe ren- 
contre plus, & qui a deuxracines inégales , fçavoir PM, 
BD, lorfquer exprime 4H, & deux égales chacune à la 
cherchée EF lorfque 7 chu ÆX. C'eft pourquoi multi- 
pliant de nouveau cette derniére équation par la progref- 
fion arithmétique 3, 2,1, 0, l'on aura 3yy — ve — 0; & 
partant EF(y)= V4. Ce qu'il falloit trouver. 


PROPOSITION I V. 
Probléme. 


fic, 151, 200.N[., ER d'un point donné C hors une ligne courbe 
AMD ane perpendiculaire CM à cette courbe. 

Ayant mené les perpendiculaires 412 , CKfur le diamé- 
tre 4B, & décrit du centre Cde l'intervalle CM un cer- 
cle; il eft clair qu'il touchera la courbe 444D au point 44. 
Nommant enfuite les inconnues 4P, x; PM, y; CM ,r; & 
les connues Æ4K, s; KC, t:l'on.aura PK ou CE=5s— x, 
ME—=y+t;& à caufe du triangle rédangle MEC, y = —: 
HhVIT— SSH 25X — XX, x —= 5 —Vrr — it — 11) — yy : 
de forte que mettant ces valeurs à la place de y ou x dans 
l'équation à la courbe , l’on en formera une nouvelle dans 
laquelle y ou x ne fe rencontrera plus. 

S1 l'on décrit à préfent du même centre C un autre cer- 
ele qui coupe la courbe en deux points NW, D, d'où l'on 
abaiffe les perpendiculaires NO, DB; il eft évident que r 
exprimant le rayon CN ou CD dans l’équation précédente, 
x ou? aura deux valeurs 4 Q, AB où NQ, DB qui de- 
viennent égales entr'elles, fçavoir à la cherchée 42 ou 
P Mlorfque r exprime le rayon CM. D'oùil fuit que cette 


équation doit avoir deux racines égales. C’eft pourquoi on 
la mulupliera, &c. | 
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EXEMPLE. 


201 S o1T #X=— 7 l'équation qui exprime la nature de 
la courbe MD , dans laquelle mettant pour x fa valeur 

2 _ —"+ 
S—V r7—ti— 21) —9) , l'on aura as—yy=aVrr—ti-2 #ÿ —)Y: 
de forte qu’en quarrant chaque membre , & ordonnanten- 
fuite l'équation, l'ontrouverayt, &c. qui doitavoir deux 


racines égales lorfque y exprime la cherchée PA. 
4 


YT *— 245yy + 244) + 445 0, 
+ 44 — 4aT | 
+ aait ne 
4; 3%: 2»: I; 0. | 





4y* — 445) + 24at) ii 
+ 244 

C’eft pourquoi on la multipliera par la progreflion arithimé- 
tique 4, 3: 2, 1, 0, CE Qui donnera 47° —445y +244y 
æ 24at—=0 , dont la réfolution fournira pour y la valeur 
cherchée MP. u 

Si le point donné C tomboit fur le diamétre 48; l'on Fi. 752. 
auroit alorst—0, & il faudroit effacer par conféquent 
tous les termes où # fe rencontre ; ce qui donneroit 
qas — 144 = 43) = 4ax, EN mettant POUr yy fa valeur zx. 
D'où l'on tireroit x=—= 5 — 24; c’eft à dire que fi l'on prend 
CP égale à la moitié du paramétre , & qu'ayant tiré l'appli- 
quée ?M perpendiculaire fur 48, l’on mene la droite CM, 
elle fera perpendiculaire fur la courbe AMD, 


COROLLAIRE. 


202 S 1 l’on veut à préfent que le point M foit donné, & Fic. F2. 
que le point C foit celui qu'on cherche ; il faudra dans la 
derniere équation qui exprime la valeurde 4C(s) par rap- 
portà 4? (x)ou PM (y), regarder ces dernieres comme 
connues, & l’autre comme l'inconnue. 


Yi 
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DEFINITION II. 


Si d'un fayon quelconque de la dévelopée l’on décrit un 
cercle, il fera nommé cercle baifant.. 

Le point où ce cercletouche ou baife la courbe , ef ap- 
pellé point baifant. 


PROPOSITION V. 
Probléme. 


Fi. 153. 203.) A nature de la courbe AMD étant donnée avec un 





de [es points quelconques M ; trouver le centre C du cercle qui 
la baife en ce point M. 

Ayant mené les perpendiculaires 44P , CK fur l’axe, & 
nommé les lignes par les mêmes lettres que dans le Problé- 
me précédent ; l’on arrivera à la même équation dans la- 
quelle 1l faut obferver que la lettre x ou y, que l’on y re- 
garde comme l’inconnue, marque ici une grandeur don- 
née; &rqu'au contraire s, #, que l'on y regarde comme 
connues, font en effet 1c1 les inconnues aufli bien que r. 

Cela pofé, il eft clair 1°. Que Île point cherché cC ferà 
fitué fur È perpendiculaire 44G à la courbe. 2°. Que l’on 
pourra toujours décrire un cercle qui touchera la courbe 
en M, & la coupera au moins en deux points { dont je 
fuppofe que le plus proche eftD , d'où l’on abaiffera la 
perpendiculaire DB); puifque l’on peut toujours: trouver 
un cercle qui coupe une ligne courbe quelconque, autre 
qu'un cercle, au moins en quatre points, & que le point 
touchant 47 n'équivaut qu'à deux interfeétions. 3°, Que 
plus fon centre G approche du point cherché €, plus 
aufli le point d'interfeétion D approche du point tou- 
chant M : de forte que le point G tombant fur le point 


* art. 76.C , le point D fe réunit avec le point A£ ; puifque * le 





cercle décrit du rayon CM, doit toucher & couper la 
courbe au même point M. D'où l’on voit que s expri- 
mant 4F, & t, FG, l'équation doit avoir deux racines 


x 41.200. égales, fçavoir* chacune à 4? ou PAM felon qu'on a fait 
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évanouir y ou +, &uneautre AB ou BD qui devient auffi 
égale à 4? ou PAM lorfque s & + expriment les cherchées 
AK, KO; & qu'ainfi cette équation doit avoir trois racines 
égales. 

EXEMPLE. 


204. O1T ax=y} l'équation qui exprime la nature de la x #r07. 
courbe AMD , & Ton trouvera *y*, &c. qui étant multi- 
pliée par 8, 3; 0, —1, 0; produit des deux progrel- 
fions arithmétiques 4, 3,2, 1: 0, 2, 1,0, —1;—2 
donne 8y=— 244ty. 
gt *—2a8ÿy + 244i) + 4455 = 0. 











+ 44 — AarT 

+ aaîit 

43 35 2» 1, 0, 

D ul Pat PERS. jen 2° 
8yt *  Ÿ  — 24at) *. —0, 
Jx 


D'où l’on tire la cherchée XC ou PE(t)="— 

Si l'on veut avoir une équation qui exprime la nature de 
la courbe qui pañle par tous les points C, l'on multipliera 
encore y*, &c. pare, 3:4,:350s produit des deux progref- 
fions 4, 3,2, 1,0, & 0,1, 2,33 43 & l’on trouvera 845y—444y 
—Gaat : d'où, en fuppofant pour abréger 5 —34=%, 


2253 


l'on tirera IR & 49 = = dat ; 8 partant 


Eu 27att. D'où il fuit que la courbe qui pañle par tous 
les points €, eft une feconde parabole cubique, dont le 
paramétre = T , & dont le fommet eft éloigné de celui 
de la parabole propofée de +4 ; parce que 2==5 — 4. 
Lorfque la pofition des parties de la courbe, voilines du 
oint donné M, eft entierement femblable de part &t 
d'autre de ce point , comme il arrive lorfque la courbure 
y eft la plus grande ou la moindre ; il s'enfuit que l'une 
des interfé£tions du cercle touchant ne peut fe réunir 
avec le point touchant, que l'autre ne s'y réunifle en 





on RÉ 


in Cale ms HE" E 
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même temps :. de forte que l'équation doit avoir alors qua- 
tre racines égales. En effer, fi l'on multipliey*, &c. par 
24, 6,0,0,0, produit des trois progreflions arithméti- 
Quesæ,3,2,1,0,&3,1,1,0,—1,&2,1 0, —1,—2; 
l'on aura 24y*=— 0: ce qui fait voir qu le point M doittom- 
ber furle fommet 4 de la parabole, afin que la pofition 
des parties voifines de la courbe foit femblable de part &c 
d'autre. 

ÂUTRE SOLUTION. 


154 20 (0), peut encore réfoudre ce Probléme en fe 
fouvenant que l’on à démontré dans l’article 76 qu'on 
ne peut mener du point cherché C qu'une feule perpen- 
diculaire CM à la courbe 4MD ; au lieu qu'il y a une 
infinité d’autres points G fur cette perpendiculaire 24, 
d'où l’on peut mener deux perpendiculaires MG , GD à 
la courbe. Si donc on fuppofe que le point G foit don- 

*Art.200, né, & que lon cherche * la valeur de x ouy par rapport 

aux données 5 & z: il eft vifible que cette équation doit 

avoir deux racines inégales, fcavoir 47, 4ABou PM, BD 
qui deviennent égales entr’elles lorfque le point G tombe 
fur le point cherché C. C'eft pourquoi l'on multipliera 
cette équation par une progreflion arithmétique quelcon- 
que , &c. 


Fr. 


EXEMPLE. 


M ; " ’ 
RICE 06. or comme ci-deflus 4x==yy ; & l’on aura“ 4y°, &c, 








4ÿ* * — 4457 = 2441 = 0, | 
( + 244 

2 5 I, 0, rai 

8y5 * X — 2441 — 0. 


qui étant multipliée par la progreffion arithmétique 2,1,0;) 


| 43 
* Art, 104 — 1 , donne comme * auparavant == “., 


CoroL- 
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COROLLAIRE. | 


207 I L eft évident qu'on peut confidérer le point baïfant fre. : 53 

comme * la réunion d’un point touchant avec un point ï SA. 
d'interféétion du même cercie ; oubien comme “la réunion *.#rt.203. 
de deux points touchans de deux cercles différens & con- *#"t.205. 
centriques : de même quele point d’infléxion peut être re- 

gardé* comme la réunion d’un point touchant avecun point *.4rr. 106. 
d'interfé&tion de la même droite , ou * comme la réunion */#rt.198. 
de deux points touchans de deux différentes droites qui 

partent d'un même point. 


PROPOSITION VI. 
Probléme. 


208. [" ROUVER #e équation qui exprime la nature de Fiç. 155. 
la caufique AF GK, formée dans le quart de cercle CAMNB, 
par les rayons réfléchis MH , NL, érc. dont les incidens PM, 
QN, Gc. font paralleles à CB. ? | 

Je remarque, 1°. Que fi l'on prolonge les rayons réflé- 
chis MF, NG, quitouchent la cauftique en F,G, jufqu'à 
ce qu'ils rencontrent le rayon CB aux points Æ, Z ; l'onaura 
MH égale à CH, & NL égale à CZ. Car l'angle CAH 
—= CMP = MCH ; & de même l'angle CNZ—CNQ 
=NCE. 

2°. Que d’un point donné F fur la cauftique 4FK, l'on 
ne peut mener qu'une feule droite 44H qui foit égale à CH; 
au lieu que d’un point donné D entre le quart de cercle 
AM B & la cauftique #FK , l'onpeut mener deux lignes 
MH, NZ telles que MH — CH & NZ —CL. Car on ne 

peut mener du point F qu'une feuletangente ATH ; au lieu 
que du point D, on en peut mener deux MH, NZ. Ceci 
bien entendu, 

Soit propofé de mener d’un point donné D la droite MH, 
en forte qu'elle foit égale à la parie CH, qu'elle détermine 
furle rayon C8. | | 

Ayantmené AM? , DO parällelesà CB, & HS Er 
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à CAfoient nommées les données CO ou RS, #,0D, x; AC 
ou CB , a ; & les inconnues C? ou MS , x; PMou CS,» CH 
ou MA, r, Letriangle réétangle M SH donnerarr=rr—27rÿ 
+yy + xx: d'où l'on tire CH (r)— “7. De plus les 
triangles femblables MRD , MSH donneront MR (x —#), 
MS(x):: RD(x—7y) SH=T= =, & partant CS + SH 


Æ = ]Ji 





ou CH= EE — EC — en mettant pour #x + #y 


X — Z z 
fa valeur #4. D'où on forme ( en multipliant en croix) 
l'équation aax — aan — 24xy — 2uyy ; &t mettant pour ÿy 
fa valeur #4— xx, 1l vient 22xxy —24x+aau — 2uxx \: 
quarrant enfuite chaque membre pour ôter les incommen- 
furables , & mettant encore pour y fa valeur «4—xx, l'on 
aura enfin 4uuxt—4aaux —quauuxx ia tux+atuu0, 


ax —4AATX 
+ 4° 

Orileft clair que # exprimant CO; & x, OD ; cette Éga- 
lité doit avoir deux racines inégales, fçavoir CP, CA : 
& qu’au contraire # exprimant CE; &x, EF ; CQ devient 
éde à CP , de forte qu'elle a pour lors deux racines égales, 
C'eft pourquoi fi l’on multiplie fes termes par ceux des 
deux progreffions arithmériques 4, 3 ,2,1,0,& 0,1,2;3,4 
l’on formera deux égalités nouvelles par le moyen defquel- 
les on trouvera, après avoir fait évanouir l'inconnue x, 
cette équation. 


642° — 48442 + 1247 2% — 4 ==0 , 
+ 19244 — QOaauu — 1$4'44 
+ 1924? — 484a4u 
+ 64u° 


qui exprime la relation de la coupée CE (x) à l'appliquée 
EF(x). Ce qu'il falloit trouver. 

On peut déterminer le point touchant F en fe fervant 
de la méthode expliquée dans la huitiéme Sé&tion. Car 
fi l'on imagine un autre rayon incident pm infiniment 
proche de PM ; il eft clair que le réfléchi # coupera 
MH au point cherché Æ , par lequel ayant tiré FE paral- 


DES INFINIMENT PETITS. Z. Part 179 
leleà ZM, l'on nommeraCE, #3EF,X5 CP ,x; PM,7; 


CM, a: & l'on trouvera comme ci-deflus ace 


= 21. Orileft vifibleque CH, CE, EF demeurent les mé- 
mes pendant que C? & PM. varient. C'eft pourquoi l'on 
prendra la différence de cette équation en traitant z, #, x, 
comme conftantes, & x ,y comme variables ; ce qui dou- 
nera 2#yxxdx +aauydx— aaxxdy — aanxdy+2ux dy=0, 


dans laquelle mettant pour dx fa valeur — "7 (que l'on 


trouve en prenant la différence de yy —44— xx), & en- 
fuite pour y fa valeur #4— xx , il vient enfin CE (x) 
æxi 


D 
a-== 


= 


44 ” 
Si l’on fuppofe que la courbe 4MB ne foit plus un quart 
de cercle, mais une autre courbe quelconque qui ait pour 
rayon de fa dévelopée au point M la droite MC ; il eft 
clair * que fa petite portion Mm peut être regardée com- 
me un arc de cercle décrit du centre C. D'où il fuit que 
fi l'on mene parce centre la perpendiculaire C? fur le 
rayon incident ? M, & qu'ayant pris CE — ee (CP =Xx, 
CM—a) l'on tire EFparallele à 2 M ; elle ira couper le 
rayon réfléchi MH au point F, où il touche la cauftique 
AFK. 

Si l'on tire par tous les points 41, # d'une ligne courbe 
quelconque 4MB, deslignes droites MC, #C à un point 
fixe C de fon axe 4C, & d’autres droites MH, mh termi- 
nées par la perpendiculaire CB à l’axe, en forte que l'an- 
gle CMH—MCH, &t Cmh=— mCh; & quil faille trouver 
fur chaque AZH le point F où elle touche la courbe 4FK , 
formée par les interféétions continuelles de ces droites 





; LT 
MH, mb. On trouvera comme auparavant CH=—= a 
ns TT d'où V EL) en mt ) unie LL EE 


la différence (entraitants, 4 comme conftantes, & x, y 
comme variables) donne 2x°ydx—uxxydx—x"dy#+ux" dy 


+ XxYYdy + axyydy— ny dx —0 ; & partant la share 
1] 


* Art, 76. 
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LT, 77, Or la nature de la lii 


RESRS DE, Sid: Else = = 
AFS — à ef pÿ EX — Xÿjé) 


CE (4) = 





gne 4 MB étant donnée, l’on aura une valeur de dy en dx ; 

laquelle étant fubftituée dans l'expreflion de CE, cette ex- 
/1: Von PP 

preflion fera délivrée des différences & entiérement con- 

nue, 


PROPOSITION VIL 
_ Problème. 


Fi. 1r6. 109.0 ir une ligne droite indéfinie AO qui ait un 
commencement fixe au point À; foit entendue une infinite de 
paraboles BED, CDG gui ayent pour axe commun la droite 
AO, € pour paramètres les droites AB, AC interceptées 
entre le point fixe À , €r leurs fommets B, C. On demande la 
nature de la ligne AFG qui touche toutes ces paraboles. 

Je remarque d’abord que deux quelconques de ces pa- 
raboles BFD,CDG fe couperont en un point D fitué entre 
la ligne A4FG & l’axe 40; que 4C devenant égal à 43, 
le point d’interféétion D tombe fu: le point touchant F. 
Ceci bien entendu, 

Soit propofé de mener par le point donné D une pa- 
rabole qui ait la propriété marquée. Si l’on mene l’ap- 
pliquée Do, & qu'on nomme les données 40, #,0D,4; 
& l’inconnue 42 , x; la propriété de la parabole donne- 

- ra AB x BO(ux— xx)—= DO" (xx); & ordonnant l’éga- 
lité , l'on aura xx —#x + 24 — 0. Or il eft évident que 

4 exprimant 40; & x} OD; cette égalité a deux racines 
inégales ,fçavoir 4B, CA: & qu'au contraire x exprimant 

. AE;8&x, EF; AC devient égale à 48, c’eft à dire qu'elle 
a pour lors deux racines égales. C’eft pourquoi on la 
multipliera par la progreflion arithmétique 1, 0,— 1: ce 

qui donne x—= x; & fubftituant cette valeur à la place de 

* , 1] vient l'équation #=— 2x qui doit exprimer la nature 

de la ligne Æ4FG. D'où l’on voit que 4FG eft une ligne 
Avis faifant avec 40 l’angle F 40 tel que ÆE eft double 

c EF, 
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Si l'on veut réfoudre cette queftion en général , de 
quelque degré que puiffent être les paraboles 3FD ,CDG; 
on fe fervira de la Méthode expliquée dans la Séétion 
huitiéme, en cette forte. Nommant AE, #, EF ,x; 4B,x; 


» cn à à | e . / 
lon aura —x xn'—2" 1" qui exprime en général 
la nature de la parabole BF, dont la différence donne (en 
traitant # & x comme conftantes , & x comme varia- 


en — 1 D—— 1 —— 
bles(—mxa—x dxxx ænx  dxxu—x" —=0; 


pre [Y] —— ] n—— 1 . : 
& divifant par # —x dx x x , il vient —mx + n# 
TN ? Fr # . 
— nx —0 : d'où l'on tire X= 77,43 Ôt partant 4 — x 
ii] 


= —— #. Mettant donc ces valeurs à Ja place de#— x, 
& de x dans l'équation générale ; & faifant ( pour abréger) 





RE = PS = 4 ,mæ+n=tr, lon aura x = \/pq" 
D'où l’on voit que la ligne 4FC eft toujours droite , fi 
compofées que puiflent être les paraboles, n’y ayant que 
la raifon de ZE à EF qui change. 


On voit clairement par ce que l'on vient d'expliquer dans 
cette Settion, de quelle maniére l'on doit [e fervir de la Me- 
thode de Mrs Defcartes @* Hudde pour réfoudre ces fortes de 
gueftions lorfque les Courbes font Géométriques. Mais l'on voit 
œuÎr en mème temps qu'ellelnieff pas comparable à celle de 
M.Leibnits, quej'aitaché d'expliquer à fond dans ce Traité: 
puifque cette derniere donne des réfolutions générales, où l'au- 
tre n'en fournit que de particuliéres, qu'elle s'étend aux lignes 
tranfcendantes, Gqu'iln'eff point nécefaire d’oter les incom- 
menfurables : ce qui feroit trés fouvent impraticable. 


F I NN. 
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PRIVILEGE DU ROFr. 


OUIS par LA GRACE DE Dieu , ROY DE FRANCE ET DE NAVARRE: À nos 
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celles ; que l’impreflion dudit Livre fera faite dans notre Royaume & non 
ailleurs, en bon papier, & en beaux caratteres, conformément aux Reglemens 
de la Librairie; & qu'avant que de l’expofer en venteil en fera mis deux Exem- 
plaires dans notre Bibliotheque publique, un dans celle de notre Château du 
Louvre, & un dans cellede notredit tres {Cher & feal Chevalier Chancellier de 
France le fieur Voyfin, Commandeur de nos Ordres, le toutà peine de nullité 
des Prefentes: Du contenu defquelles vous mandons & enjoignonsde faire jouir 
l'Expofant , ou fes ayans caufe pleinement & paifiblement, fans fouffrir qu'il 
leur foic fair aucun troubleou empéchement. Voulons que la copie defdites Pre- 
fentes qui fera imprimée tout au longau commencementouà la fin dudit Livre 
foic tenue pour dûement fignifiée, & qu'aux copies collationnées par l’un de no$ 
amez & feaux Confeillers & Secretaires foy foit ajoutée comme à l'original. Com- 
mandons au premier notre Huiflier ou Sergent de faire pour l’execution d’icelles 
tous Aûes requis & neceflaires, fans demander autre permiflion , & nonobftant 
clameur de Haro, Chartre Normande & autres Lettres à ce contraires ; Car rel 
eft notre plaifir. Donne’ à Verfailles le douziéme jour du mois de Décembre, 
l'an de grace mil fept cent quatorze, & denotre Regne le fuixante-douziéme. Par 
le Roy en fon Confeil, FOUQUET. 


Regifire fur le Regifire n. 3. de la Communante des Libraires &S Tinprimeurs de Paris 
Page 900: n: 1134. Conformément aux Reglemens , &S notimment à l'Arreft du 13, 
Aou 1703. Fait à Paris le 2$ Janvier 371$. ROBUSTEL, Syndic. 
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